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内容简介 

全书共二十章，前六疗是属于基础知识，内容包括：整数分解、同余式、二次刺 
余、多项式之性质、素数分布概况、数论函数等，后十四章是就解析数论、代数数论、 
超越数论、数的几何这几个数论主要分支的基础部分加以介绍，内容包括：三角和、 
数的分拆、素数定理、连分数、不定方程、二元二次型、模变换、整数矩阵、 p-adic 数、 
代数数论导引、超越数、 Waring 问题与 Prouhet-Tarry 问题、数的几何等.书里引述 
了许多我国古代数学家在数论上的成就，也包含了许多近代数论中的重要成果，例 
如著#关于完 整三角 和及最小原根的结果、关于 Prouhet-Tarry 问题的结果、 
BHHorpaaoB 关于最小二次非剩余的结果、 Selberg 关于素数定理的初等证明， Roth- 
Sie K el 定理、 A.O. r&nwJxjHA 关于 Hilbert 第七问题的证明、 Siegel 关于二元二次型 
类数的定理、 JIhhhmk 关于 Waring 问题的证明 ^LllHHpejibMaH 关于 rojibaOax 问题的 
结果、 Selberg 的筛法 等等； 书中也包括了著者许多未经发表的结果. 

本书是以深人浅出、循序渐进的笔法写成的，读者可以通过它看出如何从一个 
简单的概念逐步走向深刻的研究，看出具体与抽象之间的联系. 
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忆舍年罗廣先 i 诞表挪周年 


《华罗庚文集》编委会 


王元万哲先陆启經杨乐 
李福安贾朝华尚在久周向宇 



《华罗庚文集》序言 

2010年是著名数学家华罗庚先生诞辰100周年.值此机会，我们编辑出版《华 
罗庚文集》，作为对他的美好纪念. 

华罗庚先生是他那个时代的国际领袖数学家之一，也是中国现代数学的主要奠 
基人和领导者.无论是在和平建设时期，还是在政治动荡甚至是战争年代，他都抱 
定了为国家和人民服务的宗旨，为中国数学的发展倾注了毕生精力，受到了中国人 
民的广泛尊敬. 

华罗庚先生最初研究数论，后将研究兴趣拓展至代数和多复变等多个领域，取 
得了一系列国际一流的成果，引领了这些领域的学术发展，产生了广泛持久的影响. 
他从-•名自学青年成长为著名数学家，其传奇经历激励了几代中国数学家投身于数 
学事业. 

华罗庚先生为我们留下了丰富的精神遗产，包括大量的学术著作和研究论文. 
我们认为，认真研读这些著作和论文,是深刻把握华罗庚学术思想精髓的最佳途径. 
无论对于数学工作者还是青年学生，其中许多内容都是很有启发和裨益的. 

华罗庚先生担任中国科学院数学研究所所长30余年，他言传身教，培养和影 
响了一批国际水平的数学家，他的学术思想和治学精神已经成为数学所文化的核 
心.自2008年起以中科院数学所为基础成立的中国科学院华罗庚数学重点实验室, 
旨在继承和弘扬华罗庚先生的学术思想和治学精神，积极推动中国数学的发展.为 
此，我们选择华罗庚先生的著作和论文作为实验室的首批出版物.今后还将陆续推 
出更多优秀的数学出版物. 

在出版《华罗庚文集》的过程中，我们得到了各方面的关心和支持，包括国家 
出版基金的资助，在此我们表示深深的感谢.同时，对于有关人员在策划、翻译 
和审校等方面付出的辛勤劳动，对于科学出版社所作的大量工作，我们表示诚挚的 
谢意. 


中国科学院华罗庚数学重点实验室 
《华 罗庚文集》编委会 
2010年3月 
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本书的序文已经写了不止一次，修改了也不止一次，原因是十多年来作者对数 
学的认识变化了，客观要求也不同了，而本书的内容也大大地随时代而发展了，因 
此旧的序文也就不适用于今日了！ 

—切还是那么清晰地在记忆之中，那是1940年左右在昆明联大初次讲授数论 
的时候，就计划着要写这么一本书.那时根据已有的札记和若干新作就写了八九万 
字的初稿，估计着再写两三万字，就可以出版了.但是何处可以出版？因此也就上 
不起劲来完成这一工作了.在美闻执教的时候，又补充了些，改写了些，但那时补充 
和改写都是为了教学而并没有考虑整个书的出版问题. 

真正积极认真地工作是解放以后的事.因为我国的参考书少，因此这一本把数 
论做一个全面介绍的书的写作工作就被提到 H 程上来.解放后工作更忙了，但是说 
也奇怪，在同志们的帮助下，工作进行得反而更快了！篇幅大大地增加了，并且添 
了一半以上的新章节，采取了不少近年来的新成就"一可以包括在本书范围之内 
的新成就. 

本书的目的除掉较全面地介绍数论上的若干基础知识以外，作者还试图通过 
本书体现出几点粗浅的 看法： 

其一，希望能通过本具体地说明一下数论和数学中其他部分的关系.在数学 
史上屡见不鲜地出现过数论中的问题、方法和概念曾经影响过数学的其他部分的 
发展，同时另一方面也屡见数学中其他部分的方法和结果帮助了数论解决其中的 
具体问题•但是在今天的数论人门书中往往不能看出这一关联性.并且有一些“自 
给自足”的数论人门书会给读者以不正确的印象 ：就是 数论是数学中一个孤立的分 
支.作者试图在本书中就初等数论的范围尽可能地说明，数论和数学中的其他方面 
有联系. 

例如 ：素数 定理与 Fourier 积分的关系（因为受本书性质的限制，我们不能把素 
数定理和整函数的关系在本书中叙 出）； 整数之分拆问题，四平方和问题与模函数 
论的关系；二次型论，模变换与 JIofiaweBCKHH 几何的关系等. 

其二，从具体到抽象是数学发展的一条重要大道，因此具体的例子往往是抽象 
概念的源泉，而所用的方法也往往是高深数学里所用的方法的依据.仅仅熟读了抽 
象的定义和方法而不知道他们具体来源的数学工作者是没有发展前途的，这样的 
人要搞深刻研究是可能会遇到无法克服的难关的.数学史上也屡见不鲜地刊载着 
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实际中来的问题和方法促进了数学发展的事实.像力学、物理学都起过这样的作 
用.从数学本身来说，它研究的最基本的对象是“数”与“形”，因此，“几何图形，，所引 
出的几何直觉，和由“数”而引出的具体关系和概念，往往是数学中极丰富的源泉， 
因此在本书中也尽可能地提出了一些抽象概念的具体例子，作为将来读者进一步 
学习髙深数学的感性知识. 

例如本书第四、第十四章中提供了抽象代数中好些概念的具体例子，其中有限 
域的例子实质上说明了一般有限域的情况. 

其三，在开始搞研究工作的时候，最难把握的是质的问题，也就是深度问题.有 
时作者孜孜不倦地搞了好久自以为十分深刻的工作，但专家却认为仍极肤浅.其原 
因有如下棋，初下者 Q 以为想了不少步，但在棋手看来却极其平易，其主要原因在 
于棋手对局多，因之十分 熟练； 看谱多，因之棋谱上已有的若干艰难着子在他看来 
都在掌握之中•数学的研究工作亦然，必须勤做，必须多和“髙手”下（换言之，把数 
学大家的结果试与改进），必须多揣摹成局（指已有的解决有名问題的证明）.经此 
锻炼 G 然本领 日进. 因此本1?中也试图在这一方面做些工作.虽然由于本书的性质 
并不能将数论上极深刻的结果包括进去，但是作者仍尽可能地把不同深度的方法 
予以介绍.例如在估计 〆 n ) 之值时，先用最简单之代数方法以得出 〆 《)最粗略的 
估值，再用略深的方法以得出 log 之无穷大 之阶. 本书并指出再深人用所谓 
Tauberian 方法可以得 〆 《)之无穷大之阶，更指出用高深之模函数论之结果及解 
析数论的方法可以求出之展开式，在这逐步求精之方法屮极易表示出各种不 
同方法的深度. 

本书并不是为了大学教学而写的.它的内容大大地超过了一个数论课的范围. 
因之如果教者要使用本书就必须予以妥善的选择•一般说来，利用第一至第六章作 
为基础，另选一些——可以每年不同地选一些——本书的其余部分作为补充材料， 
是可以成为一个数论人门课的教材的. 

基本上说来本书不假定读者有了很多的数学 知识. 大学二年级的同学就能看 
懂本书的绝大部分,有高等微积分知识的同学就可以除§ 9. 2, § 12. 14, § 12. 15, 
§ 17.9 各节外全部看懂，而那些例外的节仅需要极简单的复变函数论的知识.自 
修者也没有什么特殊的困难. 

在本书完稿的时候，作者由衷地感谢以下的几位 同志： 越民义，王元，吴方，严 
士健，魏道政，许孔时和任建华.我从 1953 年开始讲授起他们就不断地提意见，有 
时还替我做了局部的改写工作.在印讲义和排版时的烦冗工作更不必说了！其中 
尤以越民义同志的帮助最多.在此稿用讲义形式油印寄发请提意见的时候，承蒙张 
远达教授提了宝贵的意见，在此一并致谢. 

本书虽然经过 了集体 的努力，但是错误还可能是很多的.希望读者们多提意 



见，从排印的错误一直到内容的欠当.本书也包括了很多第一次写上教科书的结 
果，也有一些是没有发表过的研究札记，因此它们的表达方式还有很大的修改的可 
能性.关于这一点，我们殷切地期待着读者们宝贵的建议. 

因为迁就原稿，本书还是用简单文言写的，如果读者感到不方便，请提意见，以 
便再版时修正. 

华罗庚 

1956年9月，北京 


符号说明 


本书习用符号说明 如下： 

定理 5. 3表同一章中§ 5之定理3,余类推. 

定理 2. 5. 3表第二章§ 5之定理3,余类推. 

[ a ] 表不超过 a 之最大整数之分数部分 “ a >* a 和它最铱近之整数间 
之距离，即 min (a — [a] ♦ [a] 4- 1 — o). 

(^人…乂为诸数 a ，6, …， c 之最大公约数； [ a ，6,… ， c ] 为其最小公 倍数. 
a |6 表 a 除得尽栖表 a 除不尽 6. 

P m \\a 表 〆 |a 伹 

a =6 (mod m ) 表 a — b 为 m 之倍数 : a _6 (mod m ) 表 a — b 不为 m 之倍数. 
na „=« ia t »** a , ，公 〜=山 + a 2 + … +a •丨 1 I 〜 及 T , a 4 均表 d 过 m 之所有不 

»-» d\m 4\m 

同因子. 

(云)为 Legendre 符号，定义见第三聿§ 1:($ 为 Jacobi 符号，定义见第章 

§ 6;设或 l(mod 4) 且非平方数，表示 Kronetkei •符号，定义见第 
十二章§ 3. 

ind «表《之指数，定义见第三聿§ 8. 

//表多项式 /( x > 之次数. 

符号《，0, 0 ，〜之定义见第五章§1. 

oi ( n ) 表 n 之不同素因子的 个数; rKn ) 表 n 之全部素因子的个数. 
max ( a ，6, …， c > 表示 a ， b ， …， c 诸数中之最大者： min ( a ，6,•••,(：) 则表其中之最 
小者. 

表示复虚数 s 的实部，1表 5 的共轭虚数. 
y 表示 Euler 常数. 

表示二次型 a /+6 x ： y + c ： y 2 , 见第十二章§ 1. 

) 表四点 z , , z *， z 3 的交比，见第十三聿§ 3. 

A = B 表示二方阵 A 左结合. 

表示 a 为集合 A 之 元素； 或 A 2 B 表示集合 B 为集合 A 之子集. 
AT (趼)表模趼之矩，见第十四章§ 9. 

{ a ,} 表数贯 a ，<1 2 ，…. 



• xvi . ____ 符号说明 

〜表示相似，见第十二章§ I ,第十三章§6,第十四章§5,第十六章§ 12. 

[ a 0 ，…， “ N ] 或£1。+丄士…丄表有限连分数；匕=[<1。，<21，•••，《!«*]表 

ai fa* 十 +a.v q» 

其第《个渐近分数. 

S ( a ) = a {,) + a <2> + … + a <>> 表代数数《 之迹， N (< r ) - a (,, a <8> •••«<•> 表 a 之矩. 
A ( a , ，…，《0表如，…必之判别式 ；△ = △(/?(«?)) 表代数数域 /?((?) 之整底之判 
别式，亦即基数，定义见第十六章§ 3, § 4. 

之定义见第二章 
Vue 之定义见第五章 §2. 
it (： c ) 之定义见第五章 §3. 
p ( m ) 之定义见第六章§ 1. 

Wn ) 之定义见第六章§ 1. 

〆 》〉之定义见第六章 §1. 

AU ) 之定义见第六章§ 1. 

AU ) 之定义见第六章§ 1. 

X ( n ) 之定义见第七章 §2. 

/ Kn ) 之定义见第八章 §2. 

趴： r ) 之定义见第九章 §1. 

4( x ) 之定义见第九章 §1. 

之定义见第十八章§ 1. 

GU ) 之定义见第十八章 §1. 
vU ) 之定义见第十八章 §5. 

N ( A ) 之定义见第十八章 §6. 

MU ) 之定义见第十八章 §6. 

{^(5)= 为 Riemann ( 函数. 
f (/( x ))= e tM/U) , e ,(/ Cx ))- ⑴' 

5(<1，：0*=1^(«>户*"’-为特征和4(：0 = 5(1，；0. 

»-i 

S ( n . m ) = S t ( n ， fw ) 1 ，为 Gauss 和. 

x »0 

S (< ? ,/( j :)) = ^,(/(x)). 

本表所列符号若在其他意义下使用，在使用之前当有说明. 
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符号说明 

第一章螯数之分解 . 1 

§ 1整除性 . 1 

§2素数及复合数 . 2 

§3素数 . 3 

§4整数之模 . 4 

§5唯一分解定理 . 5 

§6最大公因数及最小公倍数 . 7 

§ 7逐步淘汰原则 . 8 

§8 —次不定方程之解 . 10 

§9完全数 . 12 

§10 Mersenne 数及 Fermat 数 . 13 

§11连乘积中素 因数之 方次数 . 14 

§ 12 锒值多项式 . 15 

§ 13多项式之分解 . 17 

第二章同余式 . 20 

§ 1 定义 . 20 

§2同余式之基本性质 . 20 

§3 缩剩余系 . 22 

§4 p 2 可整除 Vd — l 否？ . 23 

§5 9 ( m ) 之讨论 . 26 

§6 同余方程 . 27 

§7孙子定理 . 29 

§8 高次同余式 . 31 

§9素数乘方为模之高次同余方程 . 32 

§ 10 Wolstenholme 定理 . 33 
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第一章整数之分解 


在本章中，如无特別声明，常以小写拉丁字母 

6， …， fi ，…，户 ，…， jc »_y , 2： 

代表整数•本章之目的在证明唯一分解定理（定理 5. 3>,并旁及其应用. 

§1.整除性 

自然数是指 1.2,3,- 之一而言；整数乃指 

…， 一 2, 一 1，0，1，2，“ 

之一而言•故自然数即正整数.显然二整数之和、差、积仍为整数.此项性质可 述为： 
“诸整数所成之集，对加、减、乘三种运算自封 

命《为一实数.今后常以 [ a ] 表最大之整数不超过 a 者.例如 
[3] = 3， [ VF ] — 1 ,[«] = 3,[— » r ] =— 4. 

若 a 为正，易见 [ a ] 即为 a 之整数部分 I 显然有下之不 等式： 

[a] < a < [a] + 1. 

今取 a 为有理数 i ，6>0, 则有 

即 

C ^ a — 6[~]< 6. 

立得 

a — [" f " r, 厶. 

由此可得： 

定理1 任与二整数《及 6(6 >0)，必有二整数 g 及 r * 使 
a ~ -r r, 0 ^ r <C 6. 
r 名为以/ > 除 a 所得之最小正剩余. 

定义若最小剩余为0，则 a 名为6之倍数.换言之，若有一整数 r ，使得 
a — be , 



则谓 6 可整除称为 fc 之倍数 ,6 称为 a 之因数，以 

b | a 


表之.故显然有 
对任 一 a # 0有 
又以 


la， 6 | 0. 
a I a . 


b\a 

表示 6 不能整除 a . 

若 u = Ac , 而 A 既非 a 又非1，则 6 称为 a 之真因数. 
关于整除性，显然有下列 定理： 

定理2 若6关 0, c 关0,则 

1) 若6 | 6,则 r | a; 

2) 若 M a , 则 丨 or , 

3) 若 c U，c | e ， 则对任意的 m ，”， 有 

c | dm + en . 

定理3 若6是^的真因数，则 


1 <I b |<| a |. 

习题 1 .若 n 为正整数，则 O ]. 


习题2.若《为正整数，则 


[ a ] + 卜 + *^"]+ … +卜 + ” n 1 j = [ no ]. 

习题 3 .证明不等式 

[2 a ] + [2/3] > [ a ] + [a +尹]+ [)3]. 


§2 .素数及复合数 


今将自然数分为 三类： 

( i ) l , 只有自然数1为其因数； 

，恰有二自然数1及 p 为其因数.换言之， p 乃大于1且无真因数之自然 

( iii ) n ， 有真因数之自然数.（此类之数，有两个以上的因数 . > 

第二类数名为素数 （ prime 〉， 第三类数名为复合数 （composite number ). 吾人 
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常以 P 表素数. 

2所能整除之数谓之偶数；非偶数之整数名为奇数. a 然大于2之偶数皆非素 
数. 

定理1 非1之自然数皆可分解为素数之积. 

证:若《为素数，自毋待言.今设《非素数，而为其最小真因数.由定理 1.3, 
可知切为素数•命 

n = qin t t 1 •< nj <； n. 

若〜 已为素数，自毋 待言； 不然，则命仍为之最小素因数，而得 
n — 9i9z»z » 1 < < ni < n. 

续行此法，得 n >〜 > 勿 > …> 1. 此项手续，不能超过 ri 次，故最后必得 

n — 9i9i •••?.» 

其中 ，…， q , 皆为家数.定理已明. 

例如 ：10725 = 3* • 5* • II 1 • 13、 

将定理1中所得之索因数排成 

n = p a x \pp •••p a k k 1 >• O.aj > 0 ， ”. ， fl* > 0* 

p \ < pi < ••• < Pi 

此式名 为 《 之标准分解式，或标准表示法. 

标准分解式之唯-性，即所谓“算术基本定理”，将在 §5 中论证之. 

§3.素 数 


最初之若千素数为 

2,3,5,7,11，13，17,19,23,29,31，37,41,43，.“ 

若; V 并不太大，求小于~之诸素数，并非难亊.有所谓 Eratosthenes 氏筛法者. 
若《<〜,而；!非素数，则 r » 必为一不大于#之索数所整除.先列下所有不超过 N 
之 整数： 

2,3,4,5,6，.“* N . 

陆续 除去： 

( i ) 4,6,8，10, …即由2 2 起之一切偶数； 

( ii ) 9, 15,21,27,…即由3 2 起之一切3的倍数》 

( iii ) 25, 35,55,65,…即由 5* 起之一切5的倍 数;… 

继续行之，待不大于#之索数之倍数，概行除去以后，所余者即为不大于 N 之素 
数.现在所做出之素数表，无一不由此法略加变化而得者. 

素数表之最准确者为 Lehmer 氏表 ： List of prime numbers from 1 to 10»006. 
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721, Carnegie Institution, Washington 165 (1914). 

Lehmer 还著有因数分 解表： Factor table for the first ten millions,Carnegie 
Institution ♦ Washington 105(1909). 

我们已知一个 39 位的素数 

2 m - 1 = 1701 ,4U83t46046, 92317,31687,30371,58841, 05727. 


则是一个79位的素数. 

至 B 前为止，所知道的最大的素数为 2 mi — 1,共687位. 

2 W — 1 = 231,58417»84746,32390,84714,19700,17375,81570, 

65399,39331,28112,80789,15168,01582, 62592,79871. 

此乃最大之复合数，而未能觅出其分解式者.证明时皆黹机械帮助并用特殊方法. 
本书中将叙述证明此诸事实之方法，但不涉及其冗长计算（见 §3. 9及§ 16.15). 
兹将5,000以内之索数衣附在第-:章之末. 


§4.整数之模 

模 （ modulus ) 者乃对加减自封之一数集.换言之，若 m 及 n 皆在一模中，则 m 士 
n 亦属此模.只有0之模谓之芩模.又如全体锒数成一模.凡 A 之倍数也成一模. 

今所讨论者乃仅有整数之模.由定义 易知： 

定理1 

1) 任何模中必含有0; 

2) 若 < i ，6 在棋中，则 am -{-bn 亦然， m ， n 为任何整数. 

证：1)模中任取一数 a ， 则0 = a — a 在模中. 

2) 若 a 在模中，则 2 a = a + < i ，3 fl = 2 fl + a ，…，; na 皆在模中.同样 nfe 亦在模中. 
故得定理. 

定理 2 任与二整数 a 及6,则所有形如 am + bn 之整数成一模. 

此定理至为明 M , 毋须证明. 

定理 3 任一非零之模，必为一正整数之诸倍数所成之集合. 

证:命^为此模中之最小正整数，则其他之数必为此^之倍数.因若不然，设 
在模屮而非 c / 之倍数，则由定理 1. 1，有二赘数 g 及 r 使 
n ■= dq r ，1 ^ r <C 

由模之定义，可知 n —而在此模中；此与 d 之原假定之性质相违背.故模内其他 
各数必为 d 之倍数.又若 d 在模中，则 d 之倍数亦在模中.定理已明. 
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定义命 a ，6 为二整数.于定理3中取形如 am + bn 所成之模，则此定理证明 
中所得之 d 名为之最大公因数，以（〜6)表之. 

定理4 U ,6) 有如下性质： 

( i ) 有整数: r ，） ，使 （ a .6) = ax + fry i 

( ii ) 对任二整数 : r ，_ y ，必有 （ a ，6) \ ax + by- t 

( iii ) 若 e I a，e 1 6,则 e 丨 ( a .6). 

(由 （ iii ) 可知，最大公因数即最大的公共因数 .） 

证 ：（ i ) 及 （ ii > 可由定理 4. 3立刻推得， （ iii ) 可由 （ i ) 直接推得. 

定义 若 U ， b ) = 1,则 a , 6谓之互素. 

附言：在定理3之证明中，实已提示一•通常所熟知之求最大公 W 数法，即,， 
此亦名为 Euclid 计算法.我国 秦九韶 于»_斗$ ( 1 247 年> 中亦论及之 • 
例.取 a = 323,6 = 221.由 Euclid 算法可得 

323 = 221 • 1 + 102. 

故102在形如 cu '+ fty 之整数模中又 

221 = 102 • 2 + 17, 

故17亦在模中.因 

102 =： 17 • 6, 

故17为该模之最小正整数，即17 = (323,221) .用此法可求出定理 4( i ) 中之 j : 及 
，因 

17 = 221-2 - 102 
= 221 — 2(323 — 221) 

= 3 • 221-2 • 323， 

故 x ==— 2 ，：y = 3. 

此法肇源极古，乃初等数论之主要支柱之一. 


§5.唯一分解定理 


定理1 若/>为素数且户丨必，则/»丨 a ， 或丨 6. 

证:若 + 则 （ fl , p ) = 1. 由定理4.4,知有二整数工,夕，使 


x • ab yb • p = b . 


但/ > I d ，故/ > I 办. 

定理 2 若 c 〉0,及 （ a ， b ) = d ，则 （ ac ， bc ) = dc . 



证:有 X 及: V 使 
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xa yd = cl t 
或 

xac -h ybc = dc ， 

故 （ ac ，6 c〉I dc . 另一方面，由 c /| a ， 可得 of I ca ; 同样， a / I cb . 故 dc \ (ac ,6 c ). 合此 
二结论立得定理. 

定理3 n 之标准分解式是唯一的.换言之，若不计次序，则 n 仅能由唯一之方 
法表为索数之积. 

证： 由定理1显然可知，若 

p | dbc …I ， 

则户必整除 a , 6, c , …，/ 中之一.特如 a , 6, c , …，/皆为素数，则 p 必为 a ,6, c , …，/中 
之一 • 

假定 

n = p\i pp …必 

为 n 之二种标准分解式，则由上述原则，任一 p 必为中之一 •而任一 亦必为/>中 
之一.故々 =) .且由 

P \ < Pt < •** < Pk t?i < 9* < … < 9* ， 

可知 

pi = q.f 1 < i < ^ 

若 a , >6,, 则以 〆 除之，可得 

Pi x … •••/>** = / >i* />*;V … A 

左边为 P , 之倍数，而右边则否，此不可能.同样 A <匕也不可能.故 a , = 6,，而得定 
理. 

此处顺带说明不视1为素数之道理.因为如把1视为素数.则在 n 之标准分解 
式前，可乘以1之任何次幂，而唯一性被破坏矣. 

习勉 ' 1. 证明以下各数非有理数（有理数者乃形如 I "之数）. 

1o8io2* V2. 

习题2.若已知 

. 1025 . 1024* _ , , 81* 

l0gl ° 1024 = a,log, ° 1023 • 1025 = 6，l ° gl0 80^82*^ 

log, ° 124 2 - 5 126 ^ dy ，0g,0 98 ^lOO = e * 

则 
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1961 ogio 2 = 59 + 5 a + 86 — 3 c 一 8 d + 4 e . 

并试用表出10&。3及 log w 41; 再用此法以求 log lt ) 2 至小数第十位，以说 
明此法在实际计算上有用处.（已知 log , 10 = 2. 3025850930.) 

§ 6. 最大公因数及最小公倍数 

定理1 命 ad 为二正整数，/^，…， p , 为其素因数，书 
a = av ^ 0 , 
b = Pi 1 ， b v > 0, pi < pt ◊•• < P ,， 

则 

( a ,6) = / > i » ••• 〆 ，， 

其中 c ，= minCa ,,,^). 此处及今后将以 min & i ，…，: c ,) 表 n 个数 j :! »中之最 
小者. 

此定理乃属显然. 

定义命 a ，6 为二正整数, a ，6 皆能整除之数，谓之 a 泌之公倍数：其中之最小 
正数名为最小公 倍数. 公倍数之存在，并无问题，因必即为其一 r 故最小公倍数之 
存在，亦无问题. 

定理2 如定理〗之假定， a , 6之最小公倍数为 
e = pV …於， 

其中^> = max ( a , ,6 V ). 此处及今后将以 maxCxi ，…， ；） 表 ri 个数 ，…， jc , 中之最 
大者. 

证 ：显然 e 可为及6所整除.反之，若 

e — Px x … pr. 

可为 a 所整除，则< m v . 故若 〆 可为 <2及6所整除.则 a , < < m ,， 即 

max ( a v ,6,) ^ m v . 故 c 丨即得定理. 

显然可得： 

定理3 a ,6 之任一公倍数必为其最小公侪数之倍数. 

定理 4 以 O , 幻表 fl ，6 之最小公倍数，则 

[ a ， fc ]( a ，6) = a 6. 

证：命 

a = pV •••/>?*，6 = p ? 1 . pi < P2 < ••• < P” 

则 

ab — pt :+ ^* 

又 
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[ a ,6]( a ,6) — p^* Kla y . 6 , > ^ 
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故只须证明 

: c + y = max(x t y) 4- minC^r, 

即是.但此乃显然，故得定理. 

今用归纳法定义多个败之最大公因数及最小公倍数 .〜， …之最大公因数 
为 

(a, ,••• ,a„) = ((ai ,••• .a,,., ) ,a w ) i 

其最小公倍数为 

[<*i，•••，<*,] = [[a, ， … .a—i ]，<!•]• 

定理 5 命 

ai = p*," •••py ， … ， a, = pl"> •••〆*» 

Pi < />z < … < P ， *e liv ^ 0, 

则 

(aj .••• , a ,) = p \^ ■••/>；*« e v = min ( r w ••••， e _) ， 

[ai ， ". ， <!•]=〆 】 •••〆• ， d v = max (句 

读者自证. 

习题1.证明下列二 等式： 


( fli ， 


，<*») = ((ai *••• 


[6| ，…， 6,] 

— [[^>i ••“•6,] ， [6 拃 1 ， 

，…，办, ]]• 

习题2.证明下列 二式： 



( a t ，… f a m ) — 

aia 2 •••<!■ 


[ a ? •••<*»， aiV . a •，… 

， a t … a *-.]， 

[ a x •… ta „] = 



( a ^••^ a n 9 ala a ••• a 9 t •• ^ 


习 JB 3. 命〜，…， a •为”个整数，则 (<h *•••»«,) 为形如 + ••• 

所成之模中之最小正整数. 



习题 4. 求出一组 •Tdd 使 



6 jt 4- 15_y + 20 z — 17. 



习题5.今有散钱不知其数，作七十七陌穿之，欠五十凑穿，若作七十八陌穿之， 
不多不少.问钱数若干.（答《2106)严恭，通原算法 （1372). 


§7. 逐步淘汰原则 


定理1 设有 N 件亊物，其中 N . 件有性质 a 件有性质…， iV . p 件兼有性 




笫一章整数之分解 


质^及心…，件兼有性质及 y, … •则此事物中之既无性质 a ，又无性质士又 
无性质 y, …者之件数为 

( A ) N - N 0 - N f - 

4 - + ••• 

- 

证：命 P 为一事物之兼有走种性质 a ,存,…者.则 P 于 AT 中出现一次《于况，\, 
…中出现走次；于 N •”…中出现 (=)= Ik ( k - l ) 次*于 N ••”… 中出现 = 

yA(*-l )(^-2) 次,….若1,则于 （ A) 中共出现 

1 - o ( m )". =u -”〜 0 

次•但若 * = 0,则无…诸性质之 P 于 （A) 中出现之次败为 1. 故得所云 • 

今应用此原则：“性质 a” 视为“不 大于〆 ，…， 可得： 

定理2 若 a ， b， …， k “ 为任意非负之数，则 

max(a*6，*"， 走， /) = a + 6 + •••-fiM-/ 

— min(a ， 6 > …一 min(m 
4- min(a，6，<r) + … 

士 min(a，6, … 

证: 取最初 N(> maxU ，6, …⑴个正整数.无性质 a 必… 之数之个数为 
N — max<a，6, … ，是， /)• 此后应用定理1即得. 

由定理1也可推得： 

定理3 

[ai •”••<!•] = ar^a.Cai , a g ) 1 ,a w ) _, (aj *a 2 *a 3 )***(ai ♦ — . 

读者可自证之.同样 可得： 

定理 4 

(ai •…， O = aj •••a.[a 1 —[a^i ta,]~ l C«i »a 2 ，a 3 ]...[ai ，…， 一 1 . 

附宵： §6 之习题 1,2 及定理 7.3 及 7.4 建立一 “_ g¥$，’（prindpk of 
duality ) 即（ ） 与[ ] 可以亙换. 

习题.命…，々，/为正整数，求1，2,…， n 中与 …, /皆互索之整数之个 


数. 
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§8.—次不定方程之解 


由定理 4.4 可知： 

定理1 方程 

ax by = n 

有整数解 r ,： y 的必要且充分之条件为 U ，6) 丨 n . 

定理 2 若 ( a ,6) = 1,且: r 。，％ 为 

ajc by — n (1) 

之一解（此解之存在无 问题） ，则 （1) 式之解皆可表为 

x = j ： o+6r ， y = y<>— at. 

且对任何整数£，此皆（1>式之解. 

证：由 

ax by = n 
及 

axo 4- byo = n 

可得 

a(.x — x 0 ) b(y — y 0 ) = 0. 

因 （ a ，6) = 1，故 a I y —_ y 。. 命 

y =* yo 一逬， 

则 

X = JTo -f & I 

以此代人 （ i > 式， a 然适合. 

定理 3 设 （ fl ,6) = l , a >0,6〉0. 凡大于 泌 一 a — 6之数必可表为 ai +6： y(x 
>0 t y ^0) 之形.但 a 6 — a — 6不能表成此形. 

证： 由定理2可知 

n — ax 十 by 

之解必为 

x = Xo bt 9 y yo 一 cu 
之形.今求 / 使 X 及: y 都非负数.可取 f 之值使 

0 < — 也 < a% 

即 

Q < y 。 — at ^ a 一 1. 

由假定可知 




m — 章整败之分解 


* a - 


( 工 0 +6 e)a — n — (jyo _ at)b > ab—a — b — （a — l)b =— a , 

即 

X 0 + 〉■ ― 1 ， 

故 

•To + Af > 0. 

又若 

ad — a—b = az~hdy, x ^ 0, y^O, 

则 

ab * (x+l)a + (> + 1)6. 

因 （ a ，6) = 1，故 

a I + b I (x + 1), 

即 

y -f 1 ^ a, x + 1 ^6. 

立得 

ab = (j ： + l)a + (> + l)^> 2a6. 

此不可能. 

以上定理亦可述 为：若 a >0,6>0,( a ,6) = 1.则沾一 a — 6为最大之整数不 
能由 ax +^ y ( x >0,： y 彡 0) 表出者•推广此问题至三个变数 ： 命^,6,<:为三正整数， 
且 ( a ，6， c ) = 1，求最大之整数不可由01+办+«(文>0,>>0,*>0)表出者.此 
乃一未经解决之问题. 

习题1.若 a >0,6>0, 且 U ,6> = 1,则方程 
ax -{• by — n 

之非负数解答之个数为或 ]+ i . 

[提示:应用 [ a ] — [/?] = [a — 幻或 [a — 沒]+ 1.] 

习题2.设为三正整数，且 

(a,6) = (6,c) = (c.a) = 1. 

求最大之整数之不可由 

bcx -f cay + abz . x ^ 0 « 3 f ^ 0,* ^ 0 

表 出者. （答 ：2 a 6 r — ab 一 be — ca ), 

习题 3 •求出 x + 2y + 3z =- n , : r > O.y > 0 ，z > 0 之解数. 

[提 示：此 式之解答数为 


(l-arKl-x^a-x 3 ) 
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之展开式中 x " 之系数.用部分分式法可得所需 .] 


(答 


(n + 3)* 7 •(一 1)" , 2 2nir 

~~[2 72 ^~ S ~ + J COS ~ r - 


习题 1. 鸡翁一，值钱五;鸡母一，值钱三^鸡雊三，值钱百钱买鸡百只，问鸡 
翁、母、雏各几何？ （张丘建). 


§ 9. 完全数 (perfect number) 


定理1 命 cr ( n ) 为71之诸因数之和.若 n =沖 …於 •则 


a(.n) 


PV * 


py 


/ >i-i p.-i • 

证：显然 

P\ x •••〆•* 0 < Xj < a, ,••• ,0 < x, < a, 

为《之所有的 S 数，而无其他.故 


•： -I 

oin ) = z …… 〆 • 

*\ »0 *,-0 

*1 •, 

■*1 "0 Jfj - o ，• = !> 

= py 1 - ^ 

pi — i / >• 一 i • 

显然立刻可得 

定理2 若 < n , m ) = l ， 则 

aimn ') — tf ( rr ) tf ( n ). 

附言：此种 a ( n ) 乃所谓数论函数之一种.数论函数之有定理2之性质者，谓之 
积性函数 （multiplicative function ). 

定义 若 < y ( n ) = 2«，则 rj 谓之完全数. 例如： 

<r = 1 + 2 + 3,28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14. 

定理3 若/ > = 2- — 1 为素数•则 

y /» (/> + 1) = 2*- 1 (2--1) 

乃一完全数，且无其他偶完全数存在. 

证：1)由定理1知 

= ( 2 孀—” (夕 + 1 〉= />(/>+1). 

2) 若《为一偶完全数.命 



第一章笹数之分解 

则由定理2, 

故 


a = 2 " “〉 1 ， 2 七 1 <， 


2-« = 2 a 

aiu ) = 


2 " — 1 

= a ( a ) = -z - , 

4 — 1 

2-« , u 

- 十- . 

2 " - 1 2 " - 1 


13 • 


但“及^7^皆为“之因数.而 〆 《)为“的所有因数之和.故“只有两个因数，即“ 
为索数，且 


2--1 


定理于是证明. 

习题〗.阐明 (7( m ) - < r ( n ) = m + « 有次之三 解答： 


m 

284 

17296 

9363584 

i 

n 

220 j 

18416 

1 

9437056 

1 


习题2•求 证:若 一正整数为其诸因数（除其本身之外）之积，则此数为一家数 
之立方，或为二不 同素数 之积，且无其他正整数具此性质. 


§ 10. Mersenne 数及 Fermat 数 

是否有奇完全数存在，乃数论中著名难题之一.由上节之结果可知，偶完全数 
之问题-变而为求形如 2" — 1之素数之问题.此种求数乃所谓 Merserme 数.有一 
Mersenne 数即有一偶完全数.是否有无穷个 Mersenne 数存在，亦为数论上之难 
题. 

定理1 若 n > l , 且• —1为素数，则 a = 2,及 ri 为素数. 

证:若 a >2, 则 U —1) | U "_ l ) .故 a ■ —1非素数. 

若 a = 2而 n = «，则（2* — 1)| (2" -1). 

故 2" — 1 为素数之问题，今已化为 V — 1 为索数之问题.命 

M, = 2 P - 1 . 

迄今所巳证明之结果 为：当 

p = 2,3,5,7,13，17，19,31,61,89，107，127,521，607，1279,2203,2281 
时为素数，即 Mersenne 数；相应有17个偶完全数. 

与 Mersenne 数有相似形式者，有所谓 Fermat 数，此对分阓问题，甚有用处. 
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定理2 若2" + 1为素数，则 m = 2' 

证：若 ; w 有一奇因子 g ，命 m y ，则 

2, + 1 = (2 r )* + l = (2 r + l)(2 Kr ■” -+ 1 〉， 

而 1 < 2- + 1 < 2, + 1.故2_ + 1 非素数. 

命= 2’ + 1. 此名为 Fermat 数. 最前五个 Fermat 数是 

F 0 = 3 ,Fj = 5, F 2 = 17, F 3 = 257, F 4 = 65537! 

都是索数.根据此种亊实, Fermat 猜测凡厂皆为素数.但 Euler 于1732年举出 
F s = 2** + 1 = 641 X 6700417. 

故 Fermat 之猜测并不真确. 

附注：“641 | Fs ” 可简证如次：命<2 = 2 1 .6 = 5,则 a — = 3 ，l + aA — 6* = 
1+36= 2, •故 

2* 5 + 1 = (2a) 4 + 1 = (1 +必 一 W +1 = a-\-ab}a* +l-a 4 6\ 
此必为 1 + M 所整除.而 l + a 6 = 2 4 - I - 5 4 = 641. 

近若干年来关于 Fermat 数之结果，总结如 次：当 

n = 6,7,8,9,11，12，18,23,36,38,73， 

F . 皆非索数.故除了开始之五素数外，是否 尚有尺 为素数之情形存在，实可怀疑. 
故 Fermat 此一推测实厲不幸之至.今巳有反推测 “ Fermat 数仅有有限个素数存在” 
者矣. 

Gauss 曾证明：若 R 为素数，则正厂角形可用阏规及直尺作出.故 Fermat 数 
之为索数之问题，在几何学上有其特殊的应用. 

§ 11.连乘积中素因数之方次数 


定理1 命/>为一家数.于72!中 P 之方次数等于 


此级数中仅有有限项不等于零. 

证：于 


n\= 1 • 2… （夕 一 1) • 

• p • (p4- l)***2p***(p — 1)/» … • 

• p 2 ••• • 


中有 ] 个 p 之倍数，有个 〆 之倍数，等等.故得定理. 




笫一章整数之分解 
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定理2 命 

—^— 

'r / r\(rt — r ) ! 

此为一整数. 

证 ：今将 利用下之公式 

[ a ] - [/3] = La - 0 ] 或 + (1) 

其证明极易（旦已于习題 8.1 中用及之）.由定理1,于中/»之方次数为 

由 （1) 可知此式 >0. 

例.若 w =* 1000 , p — 3, 则 

[if 0 ]= 333,[f2 ]=[f]=111>[ l- ]=37 , 

[f2 ]= 12 . [f o ]= 4 . [f o ]=1 . 

故 1000! 中 3 之方次数为 

333 + 111 + 37 + 12 + 4 + 1 = 498. 

习题 1 .求 10000! 中 7 之方次数. 

习题2.求 () 中5之方次数. 

习题3.若 》+ s + …= n ， 则 

n\ 

为螫数.更证明若 n 为素数 r 而 max ( r ， 5 , …， t ) < n ， 则此数为《之倍数. 

§12.整值多项式 


定义 当变数2为整数时，若一多项式 /( x ) 之值常为粮数•则此种多项式谓 
之整值多项式. 

例 如：整 系数之多项式为整值多项式.又如 


(: )=s X(X — 1) … 


(JC 一 r+1) 


r ! 


亦为整值多项式. 

以 Mix ) 表/(* + 1> — /(1)，剡有 
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定理 * <)=(二)_ 

证 .△d = (J + 1〉■!•••• (x 一 r + 2) _ l) w (x — r +1) 

• 'r / r\ r] _ 

= f ，，，( j ~ r +2) (( j ：4- l )~( x ~ r + l ))=： ( r f 

定理 2 凡 A 次之整值多项式必可表成 

O 〜 O … +0+ a “ 

式中〜，…， a 。 皆为整数.且对任何整数 〜，•••,〜， 此皆整值多项式. 

证：1)如此之多项式显然是整值多项式. 

2) 任一 A 次多项式 fCx ) 必可写成 

/(• r ) = 卜 •“ f J + … + a 1 ( T )+< x 。. 

显然 

△/(■ r ) = a *。 二 2 )+… 卜 

进而以 A :/ Or ) 表 △(△/(:)), 及 △ VGr ) = A ( A rH /( A )), 可立得 

/(0) — ao .( A /( x )),, 0 = fli ，•••，（ A r /(> r )),-。=«>■，•••• 

若 f ( x ) 为整值多项式，则 A /( jc 〉， A 2 /(:«:>，••• 亦然.故/(0)， ( A / ⑺）… …， 
(厶， / CO 〉 X - 0 •… 皆为整数，即 a *,-, ac 皆为整数. 

定理3 对任意整数』整值多项式 /( x ) 之值皆为 m 之倍数之必要且充分 
条件为 

m | (a".“ ， a 0 )» 

此处 fl *， …， flo 之意义如定理 2. 

证法与定理2同. 

定理4 ( Fermat ). 命/>为一索数，对任一整数: r,〆 一: r 必为 p 之倍数 • 

证：若/> = 2,则由乂一工 = xU - l ), 定理显然.故可设户 >2. 

命 fix 、 = P — 二 显然 /(0) *= 0及 

A /( x ) — (x 4* 1)^ 一 x p — ( j : - f -1) 4- jt 

= (?)’’ + (f)’ 2 + ”.+ ( P :i 卜 

此式中之系数皆为 P 之倍数（习题 11. 3) .以0代人，/( I )为/»之 倍数； 以1代入， 
/(2) 为户 之 倍数； 等等.故 fU ) 之值 常为户 之倍数 • 若 x 为负整数，则由 〆 一 ： r = 
— K - xV - 定理显然 成立. 


第一聿 锒数 之分解 


• 17 • 


习题 1. 推广定理2及3至多变数之情形. 

习题 2. 证明 /!(« + l)(2n + 1) 是6之倍数. 

习题3.当 m 及 n 过诸正整数时 • 

音 (wi + n _ l )( m +7 i — 2) 

亦过诸正整数，既无遗漏，也无重复. 

习题4.若一々次多项式，对于连续 A + 1 个锒数迕取整数值，则此多项式必为整 
值多项式. 

习题5.若 fi -工、 =—/Gc) ,则 f ( x ) 名为奇多项式.整值奇多项式之形式为 

<)+ Od _ 

此处 CM ，•••，<!„为整数. 

习题6.若 /( 一 = /U), 则 fix ) 名为偶多项式.整值偶多项式之形式为 

fl0+a, f (l) +a! f ( X 3 M + 

此处 ai ，•••，<*„ 为整数. 

§ 13. 多项式之分解 


定理1 


及 

则 


命 gU) 及 hU ) 为二整系数多 项式： 

g(jr) = 叫 1 + ••• + fl 0 ， a/ ^ Ot 

h(x) = ~h ••• -hd 0 * b„ ^ 0, 
g(x)h(x) = c, +m x ,4m 4 - — +c 0 . 


(a t *••• ta 0 )(b m ,••• 9 b 0 ) — (^+麟 ，•••，《*<()• 

证：可假定 (A, …, fl。〉= 1,(匕， •"，&) = 1而不失其普遍性. 
设丨 （G+*， …， c 0 ) 及 

P I ( 〜， … ， £* 叶,）， p -pa. , 

P I (A 觸 ，… pH 

由定义可得 


“ = 2 a > b - 

其中除 a u b v 一 项之外，皆为 p 之倍数.因 声彳 a 人，故 p 才 Cm ，故/> 彳 （ c /+ „ ，…， c 0 ). 此 
与假定相违背.故任何素数皆不能整除 (cm, … ，(:。）. 
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定义命 fix ) 为一有理系数多项式，若有二非常数之有理系数多项式 g U ) 
及 A (; c ) 使 

/(■ r ) = g ( x ) h (. x ). 

则 fix ') 谓之 可兮枣 或可咚 ( reducible ). 不然，则谓之不可分解或不可化 
( irreducible ). 

例.2及 x 2 + 1皆为不可化；而3/ +8 jt + 4 为可化，因其可分解为（3工+ 

2)(jt + 2). 

定理2 ( Gauss ) •命 /( x ) 为一整系数多项式.若 ， 

/(■ r ) = g ( x ) h ( x)f 

此处 gU )， hOc ) 为二有理系数多项式.则有一有理数 y 使 

yg ( x ^ f ^ yh ( x ) 

皆有整系数. 

证： 可假定 /(： c ) 之系数之最大公 W 数是1.有二整数 JVf 及 N 使 
场（ 1) = <2〆 + … +a 。 ， 诸 a 为整数 J 
N ?»(: r ) = 6„: r - + …+6。， 诸6为整数； 

MNf ( x ) — c /+- :c 卜 ■ + … + c 0 . 

由假定及定理1可知 

= ( c , + w ，…， c 0 > = ( a " …， a 0 )( b m ，…， b 0 h 

命 

_ M _ ( b 锤，…， b 。、 

( a t *••• » a 0 ) N f 

则 W ( x ) 及 + AU ) 皆有整系数. 

定理 3 ( Eisenstein ) •命 

/( x ) = + …+ c 0 

为一整系数多项式.若，/»丨 cr .(0< i < n ), a /> 2 + r 0 jlJ fix ) 为不可化. 

证 :假定 /( x ) 为可化.由定理2可知 

fix ) — g (. x ) h { x ) * 

g (. x ) =…/ + …+ «。， hix ) — 6爾 : r " + …+ 6。， 

1 + m ~ n* Z 〉 0 ， wi 〉 0 ， 

式中及皆为整数.由 C 0 = <i 0 6 c 及 P 丨 Co ， 可知 P 丨 a 0 或/> | 6 0 .设/> 丨 a 0 ， 则由 
p 2 ^ a 0 b 0 = c 0 可得 p ^ b 0 . 

又容 ( x ) 之系数不能皆为户之倍数，因若不然，则/» 丨 c n .故可假定 

p | ( a 0 p ^ a r » 1 < r < /. 


第一章赘数之分解 
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可知/>七〜因此与假定相违背. 

由此定理，立得以下诸 结果： 

定理4 : r »—/) 为不可化.故％为无理数. 

定理5 =文广 1 +… + JT +1 为不 可化. 

x — 1 

证：命 I = : y +1， 则上式变为 

士 ((：y + 1)’ 一 IX + Py^* + (《)〆 ’ + 

易见除第一系数外，皆为 P 之倍数，而常数项非 〆 之倍数. 
习題.证明次之诸式皆不 可化： 

X* + 1 ， JC* + 1 • JT® + X 3 + 1. 


••• 4 - p. 



第二章同余式 


§ 1.定 义 


命”丨为 一 自然数，若 a — 6为 m 之倍数，则谓之 “ a ，6 对模 m 同余 （ congruent 〉”. 
以 

a = 6 (mod m ) 

表示之.反之，以 

a ^ 6 (mod m ) 

表示 a 与6对模 m 不同余. 

例如 ：31 s -9 (mod 10). 

对任二整数 a 及6，常有 

a = 6( mod 1). 

同余之观念，在日常生活中，时常用及.例如.•“星期三上课一次”，即有此观念， 
其所用之模为七.又我国古时所创之干支纪年也 厲此类 ，即以60为摸之纪年法也. 
我国对此问题有极光荣之历史，如有“物不知其数”一问，即为同余式研究 
之滥觞.此问题之原文 如次： 

今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩 H , 七七数之剩二，问物儿何？ 
用以上所述之符号表之，即为求正整数 x 使 
x s 2 (mod 3 ) ， 

x = 3 ( mod 5 ) t 


x ^ 2 (mod 7). 

故“物不知其数”问题，即为求若干个同余式之公解也. 


§2. 同余式之基本性质 


定理1 

( i ) a = a (mod wi ) (反身性）； 

( ii ) 若 a 三 6 (mod m ) ，则 

b = a (mod m ) (对称性）； 



第二章 间余式 


• 21 • 


( iii ) 若< 2 三 b，b 三 t*(mod m ) ,则 
a = c(mod m ) (传递性）. 

此三性质之证明极易，不再赘述.由此三项性质可以分整数为若千类，同类之数皆 
同余•异类者皆不同余，此项之类，名为同余类 （residue class ). 显然，如以 m 为模， 
吾人有 m 个同余 类：为 m 所整除之诸数成一类，以;除余〗之数成一类，余2之数 
成一类，等等. 

每类中各取一数为代表，此代表组名为一完全剩余系 （complete residue 
system ). 

定理2 若 

a = b f ai = (mod m ) v 
则 

a + a ! 三 6 + 6 t ， a — a , = b — b\ ( mod m ) , 

及 

aa x ^ bbi (mod m). 

此定理之证明，亦不困难，今仅举最后一式之 证明： 

m | ai (a — 6) 4- 6 (ai — b\) = aa \ — bb\. 

定理 2 也可改述如次:任与二类 A , B ， 其中各取一代表 a 及 6, 命 a +6( 或 a _6, 
或必）所代表之类为 C . 则 C 仅与 A ， B 有关，而与其所取之代表无关.亦即 A ， B 中 
各取一数，其和必在 C 中.故可定义类 C 为类 A 类 B 之和.以 C = A + B 表之.同样， 
可以定义 A — B 及 A • 由定理2也可推得“对模 m 之诸类，对加减乘自封”.但对 
除法不一定可能，例如 3«2 sl .2,2 = 2 (mod 4), 但3耷 l ( mod 4). 惟吾人有次 
之 定理： 

定理3 若 

ac ^ bd (mod m ) 
c 三 d (mod m) 

及 （ c ，》 i ) = 1 ，则 

a 在 b (mod m ). 

证：由 

(a 一 b)c-\- bic 一 d) = ac — bd ^ 0 (mod m ) 

可得 

m 1 (a — 6) c . 

但 ( c ， m > = 1，故得 

m \ a — b. 

以 O 表诸 m 之倍数所成之类.易知 
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A 4- O = A , A • O = O . 
又以 7 表以 m 除余 1 诸数所成之类，易见 

A • I = A . 

前例及定理3说 明：由 


A > B = C 

不一定可得 B = C •但 A 中之数与 m 为互素（注 意：如 A 中有一数与 m 互素，则其他 
诸数也与 m 互素），则可得 B = C . 

如取 m 为素数/>，则除 O 之外,其他之类皆与 m 互素.故得“对素数 "所 有的同 
余类对加减乘除自封，但行除法时，不能以 O 去除”. 


§ 3. 缩剩余系 （reduced residue system) 


前节已述及，若一类 A 中有一数与 m 互素，则 A 中所有数皆与 m 互素.或迳述 
为类 A 与 m 互素. 若类 A 与 m 互家，由定理 2. 3,吾人可定义 B / A . 特别以 A 1 记 
f / A . 例如: 


A 

0 

1 

2 

3 

4 

A 1 

X 

1 

3 

2 

4 


(mod 5) 


A 

0 

i 

2 

3 

4 

5 

A~ x 

X 

1 

X 

X 

X 

5 


(mod 6) 


A 

0 ' 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

A 1 

X 

1 

4 

5 

2 

3 

6 


表中“ X ”表示“无意义”. 


(mod 7) 


定义 命 < p ( m ) 为与 m 互素之类之个数.此 < p ( m ) 名为 Euler 函数.在与 m 互 
素之诸类中各取一代表 


ai ，•••，<!—,» 

此名为 一缩制 余系或简称缩系. 例如： 

9(1) = 1 ，炉 (2) = 1,^(3) = 2,^(4) = 2 等等. 

此 <p(m) 也可 述为： 不大于 m 且与 m 互素之正整数之个数.若 m = /»为素数， 
则 <p(.p) — p—\. 
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定理I 若 

为一缩系，及 U，m) = 1，则 


«1 ，“*，“••〜■> 
^1，知 z ，…，紜〆-) 


亦为一缩系. 

证： M 然有（釦，，讲）= 1. 故每一数代表一与 m 互素之类.若 s 紜， 
(mod m). 因 U，m) = 1，故得 a, s a^Cmod m). 故各数代表不同的类.郎得定理. 
定理2 (Euler) •若 （々，m) = 1，则 

k* 1 ^ ^ 1 (mod m). 

证：由定理1易知 

y(m> 

JJ (Aa„) ^ XI a « (mod m). 

w—l *—1 

因 （ m ， fl v ) = 1 ， 故得 

= i (mod m). - r 

取 m = p, 立得 Fermat 定理(定理 1. 12. 4) 

定理 3 若 fi 为素数，则对所有之整数 a 有次之同余式 
a p ^ a (mod p). 


§4./> 2 可整除2夂 1 一1否？ 


于1828年 Abel 曾问及有素数/>及整数“使 
• a^~ l = 1 (mod/> 2 ) 

否? Jacobi 谓：若/> < 37,适合此式之解答为 

p = 11, a = 3 或 9. 
p = 29, a = 14 
及 

p — 37, a = 18. 

近来 Fermat 最后问題之研究，更刺激此方面之进展.关于 Fermat 最后问题， 
有次之定理. - 

命/>为奇素数.若有整数 i，：y，z 使 

^ + z p ^ 0, p ^ xyz » 

则 

2 卜 , 妄 1 (mod p 2 ) (1) 
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及① 


3广 1 三 1 (mod p 2 ), (2) 

是否有能同时适合 （1) 及 （2) 之素数存在，尚为一未曾解决之问题. 

定义若 


V 1 三 1 (mod 〆 ）， 

则 a 名为 Fermat 解，不然谓之非 Fermat 解. 


显然二 Fermat 解之积仍为一 Fermat 解.一 Fermat 解 及一非 Fermat 解之积为 
一非 Fermat 解•若分解一非 Fermat 解为索因数积时，必有一素因数为非 Fermat 

解. 

定理 1 命“及 6 为/»之二 Fermat 解，则决不能有 9 使 
qp = a 土 b 、 p ^q. 

证 ：由定 义已知 

= a , 1/ (mod p % )» 

故 

{^士 b p e a 土 b (mod p *). (3) 

若 qp = a 士 6，p 氺 9 ,则 

a p — b -\- qp) p (mod p 2 ). 

即得 


a， 士 V 去 0 (mod /> z ). 

以 此代人 （ 3 >, 得出 a 士 6 = 炒 = 0(mod/) 1 ). 此乃一矛盾. 

定理2 3为11之 Fermat 解. 

证： 

3 5 = 243 s 1 (mod 11*). 

故 

3 ,0 = 1 (mcd 11*). 

定理3 2为1093之 Fermat 解. 

证:命 p = 1093,则 

3 7 = 2187 = 2/) + 1， 

故 

3 U =4 pH-l (mod /»*)> (4) 


又 


①拽近之研究， 61 亍上结论中添人 

n^~ l as 1(mod p 1 ) t n = 2 f 3» ,, *«47. 



故 


2 U = 16384 = 15/»- 11, 


2 Z, 宝一 330/) + 121 (mod 〆 > , 

3 * • 2 l » 三一 2970/> + 1089 (mod p z ) 

=— 2969 / — 4 
^ 310/> — 4 ( mod p 2 ) * 

3 2 • 2 2t • 7 s 2170/>-28 

三 — 16 p 一 28 ( mod p 2 ) . 

故 

3 2 • 2 2 * • 7 三 一 Ap — 7 (mod p 2 )• 

用二项式定理得 

3“ • 2 m • 7 7 = ( 一 Ap 一 7) 7 三一 7 • Ap • 7* 一 V (mod /> 2 ) * 

故 

3 » • 2 m =_ ^p-i (mod p 2 ) (5) 

由 （4) 及 （5) 得 

3 U • 2 m s - 3 U , 2 1M 去一 1 (mod p 2 ), 

故 

2 ,0M s 1 ( mod〆 ）. 

定理 4 3 非 1093 之 Fermat 解. 

证：若 3 为 Fermat 解，则3 7 亦然.显然，一 1为一 Fermat 解.因 
3 7 — 1 = 2/>. 

故由定理1即得所证. 

定理5 小于100之索数，无同时适合 （1) 及 （2) 者. 

证:设 2及3皆为 Fermat 解.则2\3_及 f • 3” 亦皆为 Fermat 解.当然1也是 
Fermat 解.定理5可由定理1及以下之计算 得之： 

2 = 3-1, 3 = 2 + 1, 5 = 2 + 3, 7 = 2* +3, 11 = 2 + 3、 

13 = 2 2 4-3 M 7 = 2 1 +3 M 9 = 2 4 4- 3,23 =一2*+3\29 = 2 + 3 3 ， 

31 = 2* + 3 a ,37 = 2* - 3 3 , 41 = 2 s + 3* ,43 == 2 4 + 3 3 ,47 = 2 4 • 3 — 1, 

53 = 2 - 3 3 - 1,59 = 2 5 4-3 , ,61 = 2 s — 3,67 = 2* +3,71 =* 2* • 3 2 - 1, 

73 *= 2 6 +3*，79 =-2 + 3 4 . 83 = 2 -f 3 4 .89 =« 2 3 +3 4 .97 = 2* +3 4 . 

轶近 Lehmer 氏证明若/> < 253,747,889时，必有一不大于47之 m 使 
m ^ 1 ^ 1 ( mod /» l ). 

因之 Fermat 最后定理之一部分乃得证明. 



§5.^( m ) 之讨论 


定理 1 若= 1,1过 m 之一完全剩余系，/过 m ' 之一完全剩余系，则 
t f + mx 过 mm ’ 之一完全_余系. 

证：于 mm ' 个数 mi ' + m ' jr 中，若 

mx' -f- rnx = my f + my ( mod mm *) » 


mx r = my ' (mod m ) $ 
m x = my (mod m ). 

由 （m，m') = 1 可得 

x = /(mod in ') % x = yCmod m ). 

明所欲证. 

定理 2 若 (m，mq = l，o: 过 m 之一缩剩余系， x' 过〆之一缩剩余系，则 mx’ 
-h mx xl mm ’ 之 一缩制余系. 

证 ：l)mx' + m'j： 与 mm ， 互素.不然，必有一素数户使 
p | ( mm f f mx * + m x ). 

假定夕 I m , 则 /> I mx . 因 = 1 ，故 , BP /» | x . BP /> | ( m , x ). 此不可能， 

2) 凡与互素之数 a 必与一形如 

mx ' m x » (x»m) = ix »m # ) = 1 

之数同余 (mod mm'). 

由定理 1 有二整数 x 及 o:' 使 

a = mx ' + m x (mod mm '). 

今往证 (hm) = (a：' tiw') = L 若 （ a :， m ) = d 矣 1 ， 贝 ij 

(a，m) = ( mr / + m x ，m) = ( m ， x ，m) == (x»m) — d ^ 

此与原假定相背.同法可证明（: r',m') = 1. 

3) 于定理1中已证明形如 mr' +m'x 之数无同余者.故得定理. 

同时亦已 证明： 

定理3 若 （m，m') = 1，则 

即 < p ( m ) 为一积性函数. 

积性函数有一特质，只须知素数乘方之情形，即可推得其余.因若 m 之标准分 
解式为 

m = / >{i •••/»!•， … 




则由定理 3 可知 




9 ( P l ) =声-女) , 

9(m) = m JJ (1 一 含 ) • 


此处 P 过 m 之不同素因子. 

证：不大于 〆 之 〆 个正整数中，有户 h 个为 p 之倍数，其他皆与/»互素.故 


〆〆 ）= p l — p 1 ' 1 = / 


由此及^之积性，即得第二式. 


例如 :9(300) = 9>(2 2 • 3 • 5 2 ) = 2* • 3 - 5 * Q - (1 一 j) 一 +)= 80. 


习题1.证明 

^^< p ( d ) = m , 

d\m 

式中 U 表示一和，其中之变数^过 m 之诸因数. 

d. m 

习题2.命 P 为 ( m , n ) 中不同素因数之积，则 

<p(mn) _ P 
<p{m)<p(.n) <p(PY 

习题 3. 应用定理 1. 7. 1证明定理 4. 

§ 6.同.余方程 


今往讨论形如 

or + 6 = 0 (mod m) (1) 

之方程，何时可解？有几个同余类适合此方程？ 

解同余方程 (1), 即为求方程 

or + 6 = my 

之整解.此种不定一次方程已于§ 1.8 中讨论及之.今再复述并进一步讨论 如次： 
若 ( a ， m ) = 1，则由定理 1. 4. 4,可得: r 。，％ 使 
axo + my 0 — 1. 

故 _r =_& r 。 即为（1>式之-•解.今往证其唯一性.若 
ax' + 6 岩 0 (mod m ) , 
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a(x — x r ) = 0 (mod m ). 

由 （ a ， m > = 1 ，可得 

x x (mod m ). 

故有唯一之同余类适合 （ 1 ) 式.换言之，（ 1 )仅有一解 I 适合 0 < x < m . 
若 （ a , m ) = £/> 1 ，则 c / 必整除 6 ,不然无解.如此得 




由上证已知 （ 2 ) 式必有一唯一解 * r , 适合 


0 < X! < ■ 


■ r = - r ' + f / 

皆为 （ 2 ) 之解，故对模 m , 

X\ % X\ * ■!!+2 泛， … ， Xi+(d - I )》 

皆不同余，而均适合 （ 1 ) 式.故得： 

定理 1 若 U ， m ) 丨 6 ,则 （ 1 ) 有个互不同余之解 ， modw . 不然，则无解. 
定理2 同余方程 

a\Xi + ••• + <2^,-+ 6 = 0 (mod m) 

有解 ( j ：,, …,: r ,) 之必要且充分之条件为 

(ai ，… ， a a »m) | b. 

若此条件适合，则其解数（对換 m 不同余者）为 

m" -1 (aj ， … ， a« »iw). 

证： 由定理 1 知此对 n = 1 为真.今用归纳法以证之.命 

(ai ，… ,a n ttn) = d 

及 

(a ( ， … ,m) = d x * 

则 

(^i tfl,) = d. 

由定理 1 知 

a m x n -1-6 = 0 (mod d x > * 0 ^ x, <C m 




个解.对此式之一解 ar »， 


命 
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由归纳法假定， 
之解数为 
故总解数为 

明所欲证. 


a „ x a + b _ 




a x Xi + •- H- + b\d\ = 0 (mod m) 

wi ,r_z (a, *a^i *m) = 




d x 


x d . 


§ 7 .孙子定理 


定理 1 命 m 为 m, 及 m 2 之最小公佑数.同余式 
a x (mod m, )» 
x = a t ( mod m t ) » 

有公解之条件为 

(mj I (ai 一 a t ). 

若 （1) 成立，则对槙爪有唯一解. 

证： 1) 命 (mi，m 2 ) = </，若同余式有公解，则 

x s <2) (mod d) * 
x = a 2 (mod d). 

故 d I (ai — a 2 ). 

2) 若 I (a， 一 a*) ，则 

x = aj (rood ) 

之诸解之形必为 

x — ai -bmiy. 

以此代人第二式，得 

a \ -f mi> = a* (mod mj). 

由上节定理 1 之证明，此式有唯一的解 .mod 故: r 有唯一的解，出心 m. 

定理2 若= 1(* •关 j)， 则 

x 三 a* ( mod m ,) » 1 ^ n 

有唯一解， mod 

此可由定理1行归纳法证明之. 


⑴ 
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今述一我 N 古代对此问题之实际解法•于§ 1 中已述及在中有“物不 
知其数” 一问.解该问题,有次之 歌诀： 

“ H 人同行七十稀， 

五树梅花廿一枝， 

七子团圆正半月， 

除百零五便得知 

程大位 算法琴寧 ( 1 593 >. 
意 为：以 70乘用3除所得之余数,21乘用5除所得之余数，15乘用之余数， 
总加之，然后以105之倍数加减之.如第一节所列之问题之解式为 
2 X 70 + 3 X 21 + 2 X 15 = 233, 

减去105之二倍，得 23. 此乃所求之数. 

此法较上述之理论易于布算.果何术而致之?70,21,15之来源乂如何？兹答复 
如次：70者乃5,7之倍数•而3除余1之数 .21 乃3,7之倍数，5除余1之数.15乃3, 
5之倍数，7除余1之致.故 

70 a + 216+ 15 c 

显然3除余 a , 5除余6,而7除余 r . 

进而论70,21，15之根源.即如何求出0：使 

x = 0( mod mi ) ,x = 0( mod m 2 ) = 1C mod m 3 ) 

此处 ， m 2 ) = ( m z ， m 3 ) = ( m 3 , m 3 ) — 1? 即如何求 ： r = mimzy 之 使 
mim 2 y = 1 (mod m 3 ). 

由辗转相除法，易得: y 及 z 使 

mi m 2 y — mjz = 1. 

故 m ^ Triiy 即为所求之数. 

习题1.换3,5,7为3,7,11以求与70,21,15所对应之数. 

习题2.七数剩一，八数剩二，九数剩三，问本数. 

习题 3. 十一数余三，+二数余二，十三数余一，问本数. 

习题4.二数余一，五数余二，七数余三，九数余四，问本数. 

(以上三题见杨辉续古摘奇算法 ( 1 275)) . 

习题5.今有数不知总，以五累减之无剩，以七百十五累减之剩十，以二百四十 
七累减之剩一百四十，以三百九十一累减之剩二百四十五，以一百八十七累减之剩 
一百零九.问总数若干. 

(答：1，0020) 
黄宗宪求一术通解 . 

注：“物不知其数”又名“鬼谷算”，“秦王暗点兵”，“剪管术”，“隔墙 
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算”，“大衍求一术”等等. 


§8.高次同佘式 

m 为一固定之自然数. /(or) 为一整系数多项式 
/( 工 > = a n x a 4-… +a 0 . 

兹论同余方程 

fix) = 0 (mod m). (1) 

若I。为其一解，则 xo+in/ 均为其解.即若: c。 适合此式，则 x D 所代表之剩余类 
中之每一数皆适合此式.故此式之解数云者乃非同余之解之个数之义，即为不同剩 
余类适合 (1) 式之个数. 

高次同 余方程之解数，非常不规则，例 如： 

1. 同余方程 

X 3 — x = (x — l)x(x + 1)^0 (mod 6) 

有六个解. 

2. 同余方程 

•r* + 1 s 0 (mod 3) 

无解. 

3. 同余方程 

(x— l)(x — p — 1) = 0 (mod/> 2 ) 

之解为 l,p + l，2 /» + /»_1> 夕 + 1•总共有/>个. 

故解法至为困难复杂，但有次之定理，不无相助处. 


定理 1 若 (m,，m:) = 1，则同余方程 

fix') = 0 (mod mxm z ) 

(2) 

之解数为二方程 

/(x) s 0 

(mod m»)« 

(3) 

fix) = 0 

(mod m t ) f 

(4) 

之解数之积.命 

m ^ ntintz = p 1 ^ •••p 1 / 

(pi < P2 < … < A) 



为 m 之标准分解式，用上之理立得 （2) 之解数为 


/(■r) 安 0 (mod#)， 1 ^ i ^ s 

之解数之积. 

证 ：显然 （2) 之解答适合 （3) 及 （4) 两式. 

反之，命 q 为 （3) 之解， c t 为 （4) 之解.命 c 为 
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c = C | (mod m t ), c = c 2 ( mod m 2 ) 

之解.由孙子定理，此 c 存在•且对模 m 唯一.此 c •适合 （2> 式，因由 
m x | /( c ) , m z I /( f ) 

而得 m I /( c ) 故也. 

§9. 素数乘方为模之髙次同余方程 

定理1假定/ 胃 .命/>为素数.同余方程 

/ Cx ) = + … + a 0 = 0 (mod p) (1) 

之解数，重解计算在内. 

证:若 （1) 无解，则定理为真.若 a 为其一解，则可书 
/(: r ) = (x — a ) fi (. x ) +/" i . 

以 a 代人此式，显见/>丨 r ,. 故 

fix ) = (x — a ) fi (. x ) (mod / >). 

若 a 又为 /,( x ) =0 (mod />) 之解，则同样可得 

/,( x ) = (x — a ) f t ( x ) (mod p ). 

此时我们称 a 为 f ( x ) = 0 (mod p ) 之宽解.若 

f (. x ) s (x — a )* gi ( x ) (mod p ) » 

gy ( a ) ^OCmod /») ，则称 a 为 /( x > s 0 (mod p ) 之 / i 重解.由我们的证明容易宥出 
g .< x ) 之次数 & n _ h . 

设另有一 解仏则 

0 = f ( b ) = (b — a ) K g x (. b ) (mod p ). 

因为 /> 七 （6 — a )， 故 

g x ( b ) = 0 (mod p ). 

若 6 为 aU ) =0 (mod />) 之々重解，则同样有 

/< x ) = < x - a )*( x -6)* g ,( x ) (mod p ). 

如是继续进行，可得 

fix ) s ( a : — —— cV 贫 （: c ) (mod p ). 

g ( x ) 之次数等于— A -/，且 

gix ") s 0 (mod p ) 

不再有解.我们的定理即已证明. 

因为同余方程 

= 1 (mod />) 

以1，2,— 1为解，故 
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x 广 1 — 1 = (x — 1)(3 ： — 2) … （ a: — （ /> — 1)) (mod p). (2) 

以 x =0 代人此式 立得： 

定理2 ( Wilson 〉 •若 p 为素数，则 

( /> — 1 ) ! =— 1 (mod p), 

若夕关2•则右边有 p — 1个负号，而/ >一1 为偶数，故由 （2) 直接得出•若 p = 
2,则定理2显然正确. 

定理3 命 

/ / (x) = 1 *4 •…+ 2aix + fl|. 

若 /(i) 三 O,/^ ： ! ： ) 三 0(mod />) 无公解•则 

fix') = 0 (mod〆 ） 

之解数等于 

fix) = 0 (mod p) 

之解数. 

证 :此可 由归纳法证之.当2 = 1自不必证.命 x , 为 

fix') = 0 (mod p h 1 ) 

之一解，则 

f(.xi + p l ~ x y') = /(xi) + p 1 ^ yf'ixx') (mod〆 ） 

(因 （x + pH y )_ 三工" + np /_ l 3 C r ir ~ l (mod y ) 故也）.但/ > 冲/ ) ，故有唯 一之夕 ，使 
/(xi 4- p ^ 1 y ) = 0 ( mod〆 ）. 

定理 4 同余方程 

x^ x = 1 (mod p l ) 

有/ >一1个解. 

此定理可由定理 3 直接得之. 

§ 10. Wolstenholme 定理 

定理1 命 p 为素数 > 3. 以+表一整数，使 

5 5 * = 1 (mod p z ) 

者，则 

l + 4~ + ; + m-| - i-r S 0 (mod〆). 

2 3 p — 1 

证：命 


(•r — 1><j: 一 2) …（: r — (p 一 1)) =产 1 一 5jj： A * + …+ Jp-i ， 


( 1 ) 
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则 

因 

故 


5 p -\ = (/> — 1) ! 

(x — l)(x — 2) …(I — (p — 1)) = 1 一 1 (mod p) t 

p I (Si ，•“ 


于 （1) 中命 _r = p ， 则 

(/ > — 1)!= 广 1 — si p^ z + … 一 s 尸 ! /» +Vi ， 
即 

p^ 2 — Ji /> 广 3 + … + — i r * = 0. 

若/>>3,则由 （3) 式得 

Sp-t = 0 ( mod / >*)» 

即 

P l I (/*_1〉!(1 + 音 +…+ 


亦即 


明所欲证. 


I * +2* + …+ (/>—1>_ = 0 (mod p 1 ). 


(2) 

(3) 
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§ 1. 定义及 Euler 判别条件 

定义1 设 m 为大于丨之整数.假定 (^>,>0 = 1 .若 
X 2 = n (mod m ) 

可解，则 n 谓之对模 m 之二次剩余，或二次剩余 ， mod 不然则谓之对槙 m 之二次 
非剩余. 

今将对 m 互素之整数分为二 类：一 类为二次剩余 ，一 类为二次非剩余. 

例 . 1，2,4为7之二次剩余》3,5,6为二次非剩余. 

定义2 ( Legendre 符号>.设/>为大于2之素数 ./> in . 命 
/ _n \ _ fl » 若 n 为二次剩余， mod /»， 

、穸) 1■一 1 • 若”为二次非剩余 ， mod p . 

此符号 M 然有次之性质:若 n e n'(mod />) 及 p 七 n ， 则 

(j)= 

定理1命/ >>2. 于一缩系 （mod p ) 中，有个二次剩余，有— 1) 
个二次非剩余，且 

即为其诸二次剩余 ， mod 
证:若 

x 2 = rt (mod p ) (1) 

有解，则至多有二解.由 

(p — x ) 1 = (— a :)* = x 2 = n (mod p ) ， 

可知 （1) 式必有一根适合 

(2) 

即若 （1) 有解，必有一解适合 (2). 


又 
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间无同余者，因 

< 2 2 — b z = (a 一 6) (a 4- b ) 

之二因子皆小于 p 而不能为/»之倍数也.故得定理. 
定理2 (Euler 之判别条件）.设 p 是一奇索数，则 


证若 


~ (专 ） （mod p ). 


则有一 使 
即 


(f)= 


x 2 = n (mod p ) » 


n 如 n 》== 1 (mod p ). 


2) 由定理 2.9.1 已知 

n T < ^ -l> = 1 (mod p ) 

之解数 < ■!•(/> 一 1) .与 1) 相结合，此式当有^ •(/> 一 1) 个解，即为诸二次剩余 ， mod 


/>，而无他. 

3) 又有 

p I (”疒 1 - 1) = ( n ^ l) — l )( n^ n 4-1). 
故若/»七0*+^^—1)，则 

广 ” 十 1 

= 0 (mod p ). 

定理于是证明. 

由此定理 立得： 

定理3 若/>氺 m «, 则 




即为一积性函数. 

由此立得： 

定理 4 1〉二二次剩余之积仍为二次剩余 .mod />; 

2) 二二次非剩余之积为二次剩余 ， mod />» 

3) —二次剩余与一二次非剩余之积为一二次非剩余， mod 夕. 
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§ 2.计算法则 


由定理 1. 3可知任一 Legendre 符号之算出，只有赖于 


~为一奇素数） 


之值而已.蘯若任与一数 

n =土 2" • # …#， 2 < 々 I < … < 9, • 


(爹 )-(¥)(!■)•( 幻 、(?)‘•• 


于定理 1.2 中取 n=—l， 则得 


(-1)^ (mod /0_ 


但两边之值皆只能为士丨，故得 


定理 1 若/ >>2, 则 ($)= 

换 自之 ，若/>三 1(mod 4) ，则一 1为二次剩余， mod 户 ，而若 p e 3(mod 4) ，则 
—1非二次剩余， mod />. 

由此可知？ + 1之奇素数因子必三 l(mod 4). 

定理2 (Gauss 引）•命/ »>2，p 七； 》•设^ "(p—l) 个数 
n，2w，" •，^ *(p — l)n (mod p) 

之最小正余数中有 m 个大于•则 

( 爹 )=(]>' 

例 1. /> = 7 ,n = 10,则 

10«20 y 30 = 3 f 6*2 (mod 7)， 

其中有一个> •.故 m = 1，而得 (y )=— 1. 


例 2. /> = 11 • n = 2，则 


2,4,6,8，10 (mod 11) 


中大于¥者有三个•故(咅)一 1. 


证：以 
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a x ，•“，<!/(/= y(/> — 1) — m) 表诸余数之小于 者; 


b x ，…人 表诸余数之大于者， 




IT a > IT = XI ^* = ( 左 - y 1 ) !n 宁 (mod p). (1) 

/ & 亦在 1 及^■(/>一1)之间，故 a, 及夕 一6,为在 1 及 j(p—1) 之间的去(夕一 1) 
个数.今往证其各不相同，只须证明 

a , 夺 p _ b , 

即足.若 a, + 6, = />，则有 x 及: y 使 

in-\- yn ^ 0(mod p) > 1 < j: < — 1) » 1 < _y < — 1) • 


即 

此不可能.故 


: r + ysO (mod />). 

(^1\ 


na ， n (/>- … （ V )!. 

i，i (»i ' - / 

而此式之左纗（由 （1) 式） 

=(— 1)" JJa, JJfe, ^ (— 1>_”+… 1 > [ ^ 2 ~) • (mod p ). 

»—i /—I 

故得 

n ^ lp ~ l) = (— 1)" (mod p ). 

由 Euler 判别条件可知 

(云 )=(_!•)■ (mod />). 

立得 

(責)= (-1)' 

于此定理（定理 2) 中取 n = 2,则 

2,2 • 2,2 • 3，"•，如/>一 1) • 2 

已在0与/»之间.今往算出适合 

j -<2 k<p 即 i <k< i 
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之 k 之个数.即得 m == HHi } 
命 /> « 8a + r，r = 1，3,5,7,则得 


故得: 


m » 2<i + [ 专 ]_ [ 子 ] 三 O’l’l’O (mod 2). 


定理3 若/>>2,则 

(|)= (- l〆 ”. 

换言之，若 p=±l,(mod 8)，则2为二次剩余， mod />;若/> ^t3(mod 8> 则2为二 
次非刺余, modp. • 

立得 x 2 —2 之奇索数因子必 Kmod 8). 

习题.若 《>0,4n + 3,8/i + 7 皆为素数 A— 4 — 1 = Af*_ s 非素数.由此证明以 
下的关于 Mersenne 数之性质： 

23 | M„ ,47 | M„,167 | M t3 ,263 [ M W1 , 

359 I M m ，383 I M ⑴ ,479 | JVf„”503 | M 251 . 


§3 .互逆定律 


定理 1 命 2,9 >2 为二素数，且/则 

(子 )(!■)=(—”—' 

换言之，若 P = q = 3(mod 4) ，则二同余式 

x 1 = />(mod q ) , x l = <7(mod p ) 

中一可解，一不可解.不然，则皆可解，或皆不可解. 

此乃初等数论中最著名且重要之 Gauss 氏互逆定理 （law of reciprocity). 
Gauss 称此为 Legendre 之互逆定理.但 Legendre 虽发现此定理而未能确切证明之. 
此定理 Gauss 称之谓“数论之酵母”.后来 Kummer，Eisenstein，Hilbert， 高木贞治， 
ArdmFurtw^igler 等之代数数论之研究，证明此说，实深且切也 .Gauss 氏之深湛 
研究，曾作原则方面大相迳庭之证明，由此而发生之研究实难于列举. 

证 ：今暂 不除外9=2之情形，只假定/»关 9 且皆为素数.当1<々<4(/ > 一1)， 

可书 

kq = q k p -\- r k , q „ = —1. 

命 
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a = 2 a »* h = 

*■1 «—l 

(此处 a , Rb , 之意义见上节）.则得 

y] r* = a + 6. 

由上节定理之证明已知 a ,， fi - b , 与 1,2,…，— 1) 诸数相同.即得 
户 _ g - = 1 + 2 + …+ +(p — 1) = a + mp — b . 

又 

y <#-» 

= D 句 =/> 2 9* + ^ r k ^ p 2 q k + a + b . 

° *-i *-i *-i *=i 


(3) 减 （2), 立得 


2 _ i (” 

^-g — (q — D = p 2 9* ~ m P +26, 


j (，- 1) 

= 2 9* -> 


(mod 2). 


1)( 定理 2.3 之另证).取 9 = 2, 则皆为0,故 


2) 设 <? >2 •则 


(mod 2). 


y < r -» 

: 2 q k (mod 2). 


(爹)=(一 ir = (一 1〉 S = (— 1 ) 






hw - i > 

S [f]. 


am 


[» + s [?]. 
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若能证明 

如 r-u 

2[?]+2[?]=十^或; 

则此定理已明.此即下引： 


£-Hi 1 


(mod 2) , 


引. 


士 t « ri > 

证 ：作长 方形以 ( a l ^ 

(。,。)，(。，+9)，(+/>，。),(士/>，+9) 

为顶点者，经原点之对角线上无整点（整点即为二 
坐标皆为整数之点）.因若此对角线上有整点 Cr , 

> y ) •则 (0.0) 

xq — yp =0. 

即得 P 丨 ： r ，<? 丨 y . 而此种之点在长方形之外.长方形中之整点总数为 
角线下之 H 角形中之整点数为 


({ p, 2 9 ) 



P ~ 1 11 


土•对 


而其上之三角形中之整点数为 


Up » 

2 [?> 

▼<*-») 

2[?]- 

故得此引. 

例 1. 求以3为二次剩余之素数 〆 > 3). 
由互逆定理， 


因 


ay - 




若 p 基 i 




(mod 3)» 


(mod 3) I 


(一1)宁 


若 /» 三 1 (mod 4)， 

若户 =—1 (mod 4). 




故由孙子定理可以算出 

/ 3 \ 若/> =士 1 (mod 12)， 

V p )~ [_!, 若/*三士5 (mod 12). 

例 2. 求以5为二次剩余之素数 5). 

由互逆定理卜(音)及 

(1) = 1 •(音) = (- 1)4! =_1 '(1) = (^) =_1 '(1) =1 ' 

可知 

/_5^v = fl , 若 士 1 ( mod5>, 

1-1, 若/> 三士 2 (mod 5). 

例 3. 求以10为二次剩余之素数 /». 

由例2及孙子定理可以算出： 

/10\_ J+ 1 * 若/>=士1，士 3, 土 9, 土 13 (mod 40), 

'1-1, 若 士 7, 士 11 •士 17, 土 19 (mod 40). 

例 4. 同余式 

x* =— 1457 (mod 2389) 

可解否？此2389是素数，以/>表之. 

因 一 1457 =—31 ><47,故由 

(t) = 1 , (p) = («) = (n) =1> 

(¥)=( ⑸ =( ㈡ (H) 一 (f)(H) 



可知1,即该同余式不可解. 

习 an . 证(為)= 1 ，(勞)=- 1 . 

习題 2 •证(黑)一 1 •(益卜- 1 ，(黑)- 1 . 

习题3.若三士 1 或土 5 (mod 24)，则1» 

若 p S5 士 7或士 11 (mod 24) ，则(吾) =-1. 
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§ 4.实际算法 

以上之理论，简诚简矣，美诚美矣，但其实际效用仅在负方.何以言之？若由此 
种判别法，知该同余式不可解•则问题已解决，但若该式可解，进而问如何解出，则 
茫然无绪.切实言之，当/>大时，实际算出 

x z s « (mod p ) 

之解，诚非 易亊. 但若/>三3 (mod 4) 或/> = 5 (mod 8) ,吾人有次之方法： 


1) 户安3 (mod 4) •因(爹)=1，故 

= 1 (mod p > t 
即 

= n (mod p ) • 

即为所求之解答. 

Dp s 5 (mod 8). 先求 n =— 1 时之解答.由 Wilson 定理 
—1 三（/ 2 … ( [「I ) • (P 一 ( 户 ~~ 2 ~ ))"•(/> 一 2)(/> — l)(mod p ) 

(1： 

三 (1 • 2.“ j (/ »一 1〉) 三 ((+(p 一 1) ) ! ) (mod p ), 

故解出所需.因1，故 

— 1=0 (mod p ). 

n 适合 

s 1 (mod p ) 


由前式可知 


由后式，则 


n«" ，r " u 1 (mod p ). 


n + f — 3> 云 )* = n (mod p ). 


( nT ( ^ 3> ) 1 n (mod p ). 


= n ( m od p ). 


3) / > = l(mod 8) .此乃较难之情况. 


而 
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当 P 不太大时，通常用间接法以解之，即用逐步舍弃之方 法：解 同余式 
x z = n (mod p ) 

与解不定方程 

x 2 — n -\- py 

相同.吾人可加一无关紧要之条件0 < n < p . 设: c 为正且< •!■/», 则 P 如 

此则0 < y < +/>. 固已舍弃一大部分矣.取 e 与 p 互素，且 > 2. 求其二次非剩余 
4 

rij *n 2 »n s *••• 等，且以 T /丨 ，奶•…表 

n + py = n , *n ~h py = fit t (mod e ) 

之解 .若 : y = x ;,( m 0 d 幻，则 Ay + n 为 e 之二次非剩余，故非平方数•故能舍弃诸 J = 
^(mod e) 者，取不同之 e 逐步舍弃，待数目较小，计算不太麻烦时，直接代人试验得 
之. 

例.解 

X* = 73 (mod 127). 

今往解不定方程 

x l = 127^ + 73, 

此 y 在1至 31(= 之间. 

取 e 1 = 3 ，叫 =2， 

Ti + \27 y = 2 (mod 3), 

则： l(mod 3> •兹遗 留下： 

2,3,5,6,8,9 ， 11,12,14 ， 15,17 ， 18,20,21 ， 23,24,26,27,29,30. 

再取 e = 5 t nj = 2, n ： = 3 •由同余式 

127^ + 73 = 2,3 (mod 5), 

得出％ e 2, v t = 0(mod 5) ， 今遗留下 i 

3,6,8,9,11,14 ， 18,21,23,24,26,29. 

再取 e = 7 % tt \ = 3>^2 ~ 5 ，/ij = 6 •由同余式 

127：y + 73 三 3,5,6 (mod 7), 

即 

y + Z = 3,5,6 (mod 7), 

3 ； = 0«2»3 (mod 7). 

今只遗留 

6,8,11,18,26,29 

六数而已.代人试验，由 
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73 + 8 X 127 = 1089 = 33 2 , 
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故该式之解为 

j 三士 33 (mod 127). 

注意 ：于试 验时， 如已试 及〆，则不必试從 '• 若已试奇数之 h 则 2e 亦不必再 
试. 

以上所述皆与 Gauss 有关，故此“数学王子”，不特“老谋”抑且“深算”也. 

§5.二次同余式之根数 

定理1 命/>0,/>十》.若/>>2,则同余式 
x l ^ n (mod p l ) 

之解数为1 + 

若 fi = 2,则分三种情况论 列之： 

1) / = 1,则有 一根； 

2) / = 2,视 n e 1或3 (mod 4), 该式有二根或无根》 

3) / > 2,视” =1 或关 1(mod 8) ,该式有四根或无根. 

证:先讨论 p = 2之 情况： 

1) 此为显然I 

2) x* = 3(mod 4) 无解， j :* 三 l(mod 4) 有二解 ±l(mod 4)，故亦毋待详论 ； 

3) 若该式可解，则 o: 必为奇数，命之为2纟+ 1.因 

C 2 k -\- l ) 2 = 4 々 （A + 1) + 1 = 8 • + l 三 1 (mod 8). 

故若 n 耷 1(mod 8) ， 该式不能有解. 

今设 nEl(mod 8), 当/ = 3,显有四根 ：1,3,5,7. 当/> 3,用归纳法证 之：命 a 
适合 a* 妄 ”(mod 2卜 1 ) ，则 

(a + 2D* s a* 4- 2^6 (mod 2'). 

取 A = 则 a + 乃对槙 f 之一解.故: r z 妄 n(mod 2 1 ) 必有解存在， 

设工丨为其一 解，: r 2 为任意解，则 d -x|s(x, -XtX^ 4-x*)= 0(mod 20, 因： n 
一 A ，々 皆为偶数，故 £1 ^ £1 • £L Y £t = 0(mod 2 - 2 ) ，但 不 

能同时为奇数，或同时为偶数，否则其和 A, 不能为奇数，故必: r, s ^(mod 2 /l ) 
或 Ji =— j 2 (mod 2 1 x ) ，即 a = ix » + k 2 l ~ x (灸 = 0 或 1) ， 即 = ” （mod 20 至多 
有四解，但 土: r,， 士 x, +2— 确为其不相同余之四解，故此方程恰有四解. 
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当/>>2,而 Z = 1，此结果 M 然，更由定理 2. 9. 3得出本定理之全部. 

由第二章之结果，吾人可以算出以任一整数 m 为模之二次同余式之解数. 

§ 6. Jacobi 符号 


本节中常设 m 为正奇数. 

定义 命 m 之标准分解式为 

r 

m = U />r ， 

r-l 

其中 A 准许重复.若 (》!，//!) = 1，则定义 

(士)=細. 

此乃 Jacobi 符号. 

例如 ：( 士)= 1•若 (a，m) = 1，则(^)= 1. 


请特别注 意：若 1，并不说明同余式 

x z = n (mod m ) 

为可解. 

极易得出此项符号之运算 法则： 

定理 1( 计箅 法则）设 m 与 m ' 为正 奇数. 

( i ) 若 n = Fi / (mod m ) 及 （ n ， m ) = 1， 

则 

(^) = (m)' 

( ii ) 若(”， m 〉 = ( n ， m ’） = 1，则 


d" 7 ) = idr)- 


( iii ) 若（”， m ) = (”'，》!) = 1，则 


(m)(^) = i^r) 


定理 2 ㈢― 1 )宁. 


证：只须证明 



(mod 2) 



即足.此当 / = 1 时显然无误.又对仟二奇数《及 t ; 常有 

M 3 1 _ + V 三 ^(mod 2 )( 即（“一 l)(v— 1) = 0( mod 4)). (1) 


故用归纳法 


即得定理. 

定理3 


tU— 1 ri ; 

•••I 1 p< a _ <-i 


( m ) = (- 


证：与上同法，唯将 （1) 换为 

u 2 i/ — \ _ tt* — 1 j 1/* • 


(mod 2). 


定理 4 若 m 与 n 为二正奇数，且 （ m , n > = 1，则 

证:命 m = = JJ <7, 则 

(r)(^h (nn(f ))(nn(f))- nn(f )(f) 

= ini(—i) ¥V = (_i 斤宁 

(此处用 （ l ) 式). 

Legendre 符号之运用必须时吋注意其分母是否娃素数，而 Jacobi 符号则否，故 
如用 jacobi 符号可以免分解因子之劳 .如： 

/143 X _ /^0 _x _ _ /_ L 1\ 

U 43) \383) V 383； U 83/ V 383^ \383； 

如于定理4中取消 m , m ' 为正 之条件，则有次之定理. 

定理 5 设 m ， n 为奇数， （ n ， m ) = 1.若 w ， ri 皆为负数，则 


不然其值为 
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读者自证之. 

例.同余式 

/ =- 286 (mod 4272943) 

有解否？此处 4272943 为素数，以表之. 

今欲求 

之值•因(宁)一1，(|)=1,故 

FfHV) ( 吾 )(f )—¥)• 

求之值可用 下法： 

4272943 = 29880 X 143 + 103 • 

143 = 2 X 103 — 63 
103 = 2 X 63 — 23 
63 = 2X23 4-17* 

23 = 2X 17-11 
17 = 2X11-5- 
11 =2X5 + 1 

(凡有星号 * 之步骤表示变号一次），故 

即 (― |^)= 1 - 即该 同余式 可解. Gauss 实际算出，其根为士 1493445. 

§7. 二项同余式 


设户为素数. 今往讨 论二项同余式 

x k = n (mod p). 

定理 1 同余式 

x* = 1 (mod />) 

之根数等于 ( hp —1). 

证：1)命3= (1/»—1),必有二整数^及/使 
sk tip — 1) = d. 
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如此•则/ = (/八〆"…•故凡（1>之根，必为 

x 4 = 1 (mod p ) (2) 

之根.反之，显然. 

2) 由1>可知如能证明 （2) 有 d 个根 即足. 由定理 2. 9. 1巳知 （2) 式之根数不超 
过义又工广 1 = Kmod /») 之根数为/ »—1 .再由定理 2. 9. 1. 

X x 4 一 1 ■< ■… + 〆 + 1 s; 0 (mod p ) 

之根数不超过 p — l - 么故 （2) 式之根数 > 乂故得定理. 

定理 2 二项同余式 

x k = n (mod p)* p\n 
或无解，或有 a，p —l) 个不同的解. 

证:若有- * 解: r。， 则 

( oto ' x )* = = 1 (mod p ). 

故由定理 1 得定理 2. 

定理 3 若 jt 过模 p 之缩系，则 _r* 取 （p — l)/a，/> -1)个不同之值. 

证： 由定理2已知有个+同余之数•其々次方皆同余 ， mo d p . 故粮个 
/> 一 1个不同余之数分为 （p —1)/ (是,— 1) 类.每一类对应一数， mod />,互不同余. 
定义 设/>为一锒数，（/»，/«) = 1,最小之正整数 Z 使 


者，名为对模 n 之次数，或 A 之次数 , mod n . 

定理 4 若 A " 1 = l(mod n ) ，则 / 丨 
证：不然必有二锥数 (? 及 r 使 

m = ql r 0< r </， 
而 


h r = h m (h l y 


(mod n ) * 


此与 / 之定义相违背. 

定理5 设 Mp — 1,又设 #/) 为次数为/的互不同余之整数的个数，则此 〆 /) 
即为 Euler 函数. 

证： 先证出 < pU ) 之若干性质，再证明其为 Euler 函数. 

1〉若(“）=1，则以/,/ 2 )= 〆 /，） 〆 /,>•命 A , 及 心之次 数各为/，及/ 2 .设 
h 、 h 2 之次数为 /. 由 

1 = (hihi) a t = (mod p ) , 

由定理 4 可知 /, 丨 A . W ( Z 】，/ 2 ) = 1,故/, U •同法，/:丨故 / = /▲ .即心心之次 
数为 /,/*. 故如有一数 A , 其次数是，他 一数心 之次数是/ 2 ，则可做出一数 h » 
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次数为 /iZ 2 ，今证若非/» 丨三 M (mod / >)»A 2 = A 2 (mod />) ，则 
h、fi2 矣 h.ih\ (mod p} ， 

I 若 h、h z = h'lhiimod />)，则 M/i'r 1 = (mod p) •但 /hA’r】 的次数丨 l x th^hi 1 
的次数 I / 2 ,故必 

hih\ 1 = h^hj 1 — 1 (mod p) ， 

而与假设相 违背. 反之，若有一数 A ，其次数是 A/*，（/i ，/ 2 ) =〗.则有 hi = h 1 * ,h 2 = 
，其次败各为 A，《2 .故得 )9(/2) = 99(/1/*). 

2> 设 Z = f 为素数，则 

—1 = 0 (mod p) 

之根数为 </ , 若: r 适合此式而其次数非则必适合 
x ,，_， —1 = 0 (mod p). 

此式之根数为.故 

9 ?(g’） = # — 9 广 1 . 

3 )合 I )及 2 ) 二性质 ，司 ■知 9 (/)即为 Euler 函数. 

§8.原根及指数 


由定理 7. 5知有免(/> 一 1) 个不同余之数其次数是 p _ 1 .mod />. 

定义1 次数为 p — 1 之数，谓之/>之原根 （Primitive root). 

命贫为/>之一原根，则 

g a * g l .••• * g^~ z (mod p ) 

必无两个互相同余. 

定义2 任 -- 整数《(/ » + •必有一数 a 使 

n = g a (mod p ) t 0 ^ a <； p — 1. 

此 a 名为 《 之指数 .mod fi . 以 a = ind,n 表之.（在不易引起混淆之处，常简写为 
ind n .) 若 b 为任一数使 


b = ind n (mod / > — 1). 

指数与通常之对数相仿，有次之 性质： 

1) ind ab s ind a 4 - ind b , (mod p — \ ) \ab\ 

2) in a. 1 = /ind a* (mod p 一 1) ,/> \a, 

(注意：仅当 pu 时， ind 方右意义，此与不定义 log 0 同 .） 
定义3 命/)十》•若 



第 H 章二次剩余 


• 51 • 


= n (mod p ) * (1) 

有解，则”谓之/»之 A 次剩余，不然则谓之/»之是次非剩余. 

定理丨 n 为 fi 之 k 次剩余之必要且充分之条件为— 1) 能整除 ind ；!. 
证:命 ind jt = ydncl n = a ，则 （1) 与 ㈠ 三 a (mod p — 1) 等价 》 而此式有解之 
充分 a 必要条件为 a , — 1) 能整除 a . 故得定理. 

“底数互换公式”.此处之指数显然与所取之原根有关.命为另一原根及 g , 
= / f*(mod fi ). 如此则 


即 


n = /f 1 = ( g l ) u (mod p ) * 


ind 4 n = ab = ind c ^ jind ^ n ( mod p — 1). 
此与对数换底数之公式同. 

兹将小于5000之素数之最小原根表附于本章末，以备参考. 


§9 .缩系之构造 

设 m 为一自然数.问题 ：能否 有一数 K 存在，使 

度。，贫 1 ， 〆 ， … ， 〆 1 (mod m) 

表出模 m 之缩系？若能存在，则如此之 g 名为对模 m 之原根. 

定理丨 m 有原根存在之必要且充分之条件为 m =2,4，〆及2〆（此处/»为奇 
索数）. 

证：1)命 m 之标准分解式为 

m = p\x ••• p 1 ， ，/ »1 < /»2 < **• < p .. 

由 Euler 定理 ，任- 整数 a，（a，/»<) = 1 ，必适合 

oftff* = 1 (mod 〆）• 

命 / 为 )， …， ) 之最小公倍数 ，则 a* = 1 (mod m ). 

故若 l< , 则无坭根存在 f 若/ » > 2,则 ipip 1 ) 为偶数.故 m 不能冇两个不 

同之奇 素闵子 .若爪有原根， m 必为 汐，〆 或之一.若 c > 2,则#20 = 2d 亦 
为偶数，而 2 f 〆 亦不能有原根.故仅有 m = 2 l ,p l ,2p l 三种可能性而 Q. 

2)m = 2 < .若/ = 1,1即为原根；若/ = 2,3即为 原根； 若/>3,则对诸奇数 a 有 
a 2 ""* = l(mod 20.今用归纳法证明此 点：若 

= 1 + 2，-_义， 

则 

a 2 '~ l = (1 + 2 1 l xy = 1 (mod 2 l ). 

故讲 = 2 ; ( / >2) 无 原根. 
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3) 命历= 〆 .由§8已知此定理对/= 1时为真.命 g 为/>之原 根：若 — 
1吴 0 (mod p 2 ) •即取 r = gt 若 g 尸 1 — 1 = 0( mod 〆 ） ， 即取 r — g-b fi . 如此则 
r^~ x —1 = (^ + p^ x — 1 =— g^ z p ^ 0 (mod / > 2 ). 

故此 r 亦为〆之原根.命 

r^~ l — "l = kp ， p\ k. 

因 

(1 + 幼），■三 1+ 幼 … (mod p ^), s ^0 f 


引用此理，可证明 
即得 


( r A -))/ = 1+灸 〆" (mod p ^). 

l + kp l ~ l (mod 〆）， / >2. 


( 1 ) 


若 r 之次数为则 d (户一 I ) 〆 -1 = 〆〆 〉.因广为/»之原根，故(/>一1) U •故由 （1) 
可知 e =,即 r 为 〆 之原根. 

4 )m = 2 〆 .取 K 为 〆 之原根.若 g 为奇数，容即为2 〆 之 原根； 若尽为 偶数， 
g + 〆 为2夕之原根. 

定理 2 若/ > 2,则5对棋 2' 之次数为 2 t z . 


证：今先证：当^> 3 ， 

S 2- * = 1+2. 1 (mod 2"). 


当 a = 3 此为显然.再用归纳法， 

5广* = (5 2 " 3 )* s (1 + 2* _, +^2*) 2 = 1+2. (mod 2° +, ). 

故 5’* 关 1(mod 20而5 〆：兹 l(mod 20. fiP 5之次数为 2 / -*,mod 2 1 . 

定理3 设1> 2,对任一奇数 a, 必有一 6使 

a s (-D^S* (mod 2 1 ), 6^0. 

证：若 s l(mod 4), 由定理2， 

5*， 0<6<2卜* 

给与 2 卜 2 个不同数， mod .且皆= l(mod 4) •故必有一 6使 a =5*(mod 20. 

若 a 邑 3 (mod 4)， 则 一a 妄 1(mod 4) ，故由上述立得所求. 

定理4 设 m = 2* • 妁…必（标准分解式） ./X)，/, >0, …乂: >0.依/=-0, 
1；/ = 2»或/ > 2以定义占= 0,1或2.则 r/i 之缩系，可由 s + 8 个数之乘方之积表 
出之. 

证： 1) 设 w m’rw"，（m'，m"〉 = 1.命 


a ! ，…， 

为 m' 之缩系，且 a, = l(modm") (此常可能）》又命 

b x ，〜鋼 -i 
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% nC 之缩系，且 6• 三 1(mod rw '), 则 


atbj 

即表 m ， m. ， 之缩系.其个数为乂若 

a t b, = a t b, (mod m'm") • 


则立得 


a, = a, (mod m ), = b, (mod m # ). 

2) 由定理丨及 3 可知 = p l (,p>2) 之缩系可由一数之乘方得之 = 2穴若 
/ > 1) 之缩系可由 S 个数之乘方之积得之.总此及1)，可知定理真实. 

此定理实质指出一重要原则，即群论中所谓之 Abel 群之基础定理也。 

习题.若々</>，” =走/> 2 + 1，且 

2* 关 1.2^> ^ 1 (mod n ), 

则 n 是一素数. 


[提示 ：（ i ) 先证明 n 中有一素因子 = l(mod p). 命 d 为最 小之正 整数使 P 与 
1( mod n ). 推得 dfU 丨 n—l 及 p Id . 再由声 I <pin) 而得出结论； （ ii ) 由 n = 
kp 2 + \ = iup + 1)( 炒 + 1) 而证明”不可能是 复合数 .] 

注：取 /» = 2 m — 1, 走 =180 •有机 械帮助 Miller 及 Wheeler 证明了 180(2 127 — 
1> 2 + 1 是 素数 . （ iVfl/i/re 168 (1951)*838 页 ）. 
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第四章多项式之性质 


1.多项式之整除性 


今往讨论以有理数为系数的多项式.以 av 表多项式 / Cr ) 之次数. 

定义1 命 /( or ) 及 gU ) 为二多项式 4 ( 0 ：) 不恒为零.若有一多项式 / lU ) 使 
fix 、 = g ( x ') hCx ') * 

则谓 ffCr ) 可整除 /( x ) .以 

| fix ) 或 g I / 

表之.以 g 七/表 g 不能整除 /. 显然有 

(0/ I /* 

( ii > 若/丨 g 及 g I /,则/与 g 仅相差一常数因子，如此之二多项式谓之相结合 
的多项式； 

( iii ) 若 / U，AT U 则 / U » 

( iv > 若/丨其，则 

3 Q /< 3 ° g . 

若/丨容而《十/，则/名为贫之 真因子 ，显然有扩/ < 

定理丨任与二多项式 / U ) 与 gU ), gU ) 不恒为零，必有二多项式 gU ) 及 
心> 使 

f= q . g + r 9 

此处 r = 0或< 9 ° g . 

证：可 以依照/之次数行归纳法.若 r ?°/< aV ， 则取 g = 0, r =/, 自毋待证明. 
若命 

/ = a n x n -H 3 9 f — n t 
g — pm ^ c m + * 3 °g — m , 

则 

d °( f - a ^ J ^ m g ) < d ° f , 

则归纳法之假定，有二多项式 A ( ar ) 及 r ( x ) 存在使 

f — a ^ x x^ M g ^ hg - hr , 

此处 r = 0或 JV < d ° g . 如此则 
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/= ( A - hc ^ x —*)^ + r . . 

( 9 ( 1 ) = h ( jc ) + a ” fij : c ".) 

明所欲证. 

定义 2 —多项式的集合 J ， 如适合以下之条件，名为一理想集合 （ ideal ), 

( i ) 若 /， g 为/中之多项式，则 /+ g 亦在其中 I 

( ii ) 若/为/中之多项式，&为任一多项式，则介亦在其中. 

例.一多项式 fix ) 之诸倍式，成一理想集合. 

定理 2 任一理想集合中可以觅出一多项式/，使凡此集合中之多项式必为/ 
之倍式，即该集合是/的诸倍式所组成的. 

证:命/为此理想集合中之次数最低者.若 g 为此集合中之任一多项式而非/ 
之倍式，则由定理 1 可知有二多项式 g ( x ) 及 r (: r >( 关 0 ) 使 
i ? = 9 • / + r . B 9 r < d ° f . 

因 / 在此理想集合中，由 （ ii ) 可知#亦在其中，更由 （ i)g — 9 /亦在其中，即 r 在此 
理想集合之中.但 r 之次数低于/之次数，此与假定相违背.故得定理. 

定义3 命/及 g 为二多项式.取形如 m / + ng 之多项式所成的集合(此处 m 
及 n 皆为多项式).由以上之定理可知此为一多项式 d 之倍式所成之集合.此式名为 
/及 K 之最大公约式，以 （/, g ) =d 表之. 为使其唯一决定起见，取(/，/?>之最高方 
之系数为 1 . 

定理3 (/， g ) 有次之 性质： 

( i ) 有二多项式 m 及 n 使 （/， g ) = m / + ”尽； 

( ii ) 对任二多项式 m 及 n 必有 ( f $ g ) I mf -¥ ng \ 

( iii ) 若 Z I /,Z I g 则 / I (/， g ). 

证 ：（ i ) 及 （ ii ) 可由定理 2 得之可由 （ i ) 得之. 

定义 4 若(/，贫）= 1 ，则/与《名为 互素. 

定理4 若/»为一不可化多项式，且/> | 众，则/>丨/或 P 1 f 
证:若/>七/，则 （/， p ) = 1 •故由定理 3( i ), 有二多项式 m 及”使 
mf + n /> = 1 * 


故 


m/g + ngp = g . 


因夕丨 / 名，可知 P I 发•故得定理 • 


2. 唯一分解定理 


定理1 任-•多项式皆可分解为不可化多项式 之积. 若互相结合的多项式算 



第四章多项式之性质 


• 63 • 


作相同，并不计因子之次序，则此种分解法是唯一的. 

证：1)分解性.于/之次数上行归纳法•若/不可分解，则毋待证明.若/可分 
解，命 

f=gh ， a°g< d 9 u d°h < ay. 

由归纳法之假定，已知 & 及/ 1 皆可分解为不可化多项式之积. 

2) 唯一性.仍于/之次数上行归纳法.假定 

/ = c , •••/>** = c : 於…必， 

此式中/>及9皆为不可化多项式，其最高方之系数为1,且 A 与/ »,(*• 參）〉 不同， 7. 
与％(:关 >) 不同.由定理1.4，九必与％,•••,<?,中之一相结合，假定其 即为仍 ，由于 
其最高方之系数为1， 故灼 =%.即得 

备丽 c\PV~ l PV ••• pl k = c: 於 -*••• 於 
Pi 

因为+之次数低于 /. 故由归纳法得出定理. 

P\ 

定理2 设 /(: r ) 与 g ( jr ) 为二个冇有理系数的多项式，且 /(: r ) 为不可化，若 
/( x ) = 0与 ^( x ) = 0有公共根，则必 

/( X )丨 gix ). 

证：因 fix ) = 0与 g (. x ) = 0有公共根，故 （/( J ：)， g (: C )) 矣 1. 命 d ( JT ) 为 fix ) , 
g ( x ) 的最大公因式，则因 /( x ) 为不可化，故必 d (_ r ) 与 /( or ) 相结合.所以 

/(:) I gU). 

由此定理立刻可得：若 /( x ) 为一《次不可化多项式.而以 

，沒⑷ 

表示 / Or ) = 0所有的根，则必且若某一次"适合另一有理系数 
方程式 # Cr ) =0,则 / U ) =0的其他 《 — 1 个根亦必适合此方程式. 

定理3 命/及 g 皆为最高方之系数是1的多 项式： 

a v > 0 , 

g — Pi 1 … 〆 ， b v ^0 9 

式中 p 是不相等的不可化多项式，且其最高方之系数等于1,则 
(/，客）= PV …於， 

此处 c ， = minCa ^^ v ). 

此定理之证明极易，从略. 

定义1 命 /, g 为二多项式 ./ 及 g 皆能整除之多项式名为此二式之公倍式. 
其屮次数最低者称为最小公倍式，以 [/， g ] 表其中最髙方之系数为1者. 

定理4 一如定理3之假定，可得 
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[/*^] = pi' “•〆 •》 

此处尤= max(a 0 .6 1> ). 

由此立得： 

定理5 二多项式之任一公倍式，必为此二多项式之最小公倍式所整除. 

定理6 若 f , g 为二多项式，其最高方之系数为1,则 

fg = [/ • 茗 ](/ ，茗 ). 

习题 1. 由第一章之内容试拟若干习题. 

习题 2. 试将理想集合的观念推广到含多个变数的多项式.并举例证明定理 
1.2 并不 真实. 

提示：二多项式 

f(.x 9 y*z) = 0 , g(x,y^z) = 0 

之轨迹代表一空间代数曲线.形如 mf + ng 之多项式所成之理想集合有次之性 
质： 此代数曲线上之点使 J 中任一多项式等于 0. 


§3.同余式 


命 m ( jr ) 为 一 多项式.若 

mix) | fix) — g(x) t 
则谓/( I )与 gU ) 对模 m ( x ) 同余，以 

fix) = gix) (mod mix')') 

表之.对任一模 mCr ) 显然有 
( i )/ 与其自己同余； 

Cii ) 若 f 与 g 同余，则 g 与 f 也同余》 

( iii ) 若/与 g 同余，与 A 同余，则 f 与 h 也同余》 

( iv ) 若 

f = S* f\ = (mod m ) * 

则 

/ 士 /i 妄贫士貧 I (mod m ) ♦ 
ffi = ggi (mod m ). 

此诸结果之证明从略（参考 §2.2). 

对模 m ( x ), 可分多项式为剩余类 ：每一 类中之多项式皆对模 m ( x ) 同余，厲于 
不同类中之一多项式必不同余 .（ iv ) 建议诸类之间可定义加减及乘.显然，此诸类 
所成之集合对加减乘而言自封.以0表 mix) 所能整除的多项式所成的剩余类. 

若 m ( x ) 不可化，更可 证明： 剩余类所成之集合中也可定义除法（当然，除数非 
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0) •切实言之，若 / U ) 非 m ( x ) 之倍数，则有二多项式 a (: r ) 及 6 U ) 使 
a ( jr )/( ir ) + fe ( x )/ w (- r ) = 1. 

即有多项式 Wx ) 使 

a ( jr )/( jr ) s 1 (mod m ( jr )). 

故得 

定理 1 若 mCr ) 为不可化，凡非0之剩余类，必有其唯一的逆类.切实言之，命 
A 表一非0之剩余类，必有一类 B 存在，使 A , B 中各取一多项式 /( j ：) 及 g ( x ) 常有 
次之 关系： 

/( x ) g ( x ) = 1 (mod m (: c )). 

今更举例以明本节之内容••取 mO ：) = x * + l . 此乃一不可化多项式.任一剩余 
类中必有—唯一的多 项式： 

ax - bd . 

换宵之， ax +6可以表所有的剩余类.类间的和差之定义 如次： 
or + 6 土 (ajx + & ) = (a 士 ai )1 + (6 士 6! >• 

其积 

(az ■+* b)(aix - f - ) = aa \ X 2 ( ah 、 十 a \ b)x + bb 、 

=( a 6 t a \ b)x bb \ 一 aa ( (mod or * 4-1). 

因此•如以有理数对 ( a , 表一剩余类之包有 aar + fc 者,则其间加减乘之关系 如次： 
( a ，6) 土 （ ai ，6| ) = (<i 士 〜，6 士 6, ） ， 

( a .6 )(ai tbi ) = iab \ +6 fli ^ bb x — aa \). 

由于 

(ax + 6) (— ar 4- 6) = a 2 b z (mod jc 2 + 1), 

所以 （ a ，6) 之逆类是(一 换言之，与复数 a :+6 之四则运算全同. 

根据此处所建立之原则，若 mU ) 为一 n 次多项式，其最高方的系数为1,则任 
一剩余类必包有一个多项式其次数小于并且仅有一个.故所谓模 m ( x ) 之诸剩 
余类之讨论可以看成为形如 

a \ X n ~ l 4- a*-iX -f a , 

之多项式之讨论.二如此元素之和即为由其对应系数求和所得出之多项式，其积即 
为由普通之求积法所得出之多项式以 mix ) 除之所得出之最低次余式. 

习题1.设 ai ， a 2 ， a 3 各不相同.求一二次多项式 /( x ) 适合于 
/< oi ) = pi » fiaz ) = 庳， /( ai ) — ps . 

并说明其与大衍求-•术之关系. 

解答： 
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疒 ( 工） = ( 工一 tt Z )(J — a 3 ) , o <-r-g3)(j —a») , R (x-giXj ： —q t ) 

1 (ai — at ) (ai 一 as) (fl2 — az ) (a? 一 oi ) 3 (a 3 — ai ) (.as 一 a2 )* 

此乃 Lagrange 插入公式. 

习题 2 •设 m ^ x ) 与 m 2 ( x ) 为二不互相结合之不可化多项式.命 /,&) 及 
AU ) 为所与之多项式.证明必有一多项式 /( x ) 使 

/( x ) = fi ( j :) (mod mj ( j ：)), 
fix ') = /*( x ) (mod m 2 ( x )). 

习题 3 .试推广以上二习题. 

§4.整系数多项式 

显然所有的整系数多项式对加减乘自封. 

—组整系数多项式适合以下条件吋，谓之成一理想集合： 

( i ) 若 /， g 在此集合之中，则 /+ K 亦然》 

( ii ) 若/在此集合甲，而为任 一 整系数多项式，则 / g 亦在此集合中. 

定理1 ( Hilbert ). 在一理想集合 A 中必有有限个整系数多项式广，… ，八具 
有次之 性质: A 中任一多项式/必可表为 

/ = g\fl glfl H - 1 - gnf: 

此处心 ，… ，心 也是整系数多项式. 

证： 1 )在 A 中诸多项式之最高方之系数成为一集合此集合为整数所成的 
模，何则？若在此集合中，其对应的多项式为 

/( x ) = or * + …， g ( x ) = & r " + …. 

则由 （ ii ) 可知 f ( x ) x m t g ( x ) x H 皆在 A 中，即 

f ( x ) x m ± gix )^ = (a 士 6 ) 1 "^ + … 

也在 A 中，而此式之最高方之系数为 a ± 6 .因此证明 B 是一模.由定理 1.4. 3,可知 
B 中有一正整数 d ,使凡 B 中之数皆为 d 之倍数.命以此 d 为最高方之系数的多项 
式为 

/i =办’十 A x 卜 1 + …+ 4-1 x + 

2 ) 对 A 中之任一多项式/,必有二整系数之多项式 9 Cr ) 及 rU )， 使 
fix ) — q ( ar ) f \ ( x ) + r { x ) , 

此处 Yr < 3° f x 或 r = 0 . 何则？若 fix ) 之次数低于 A (: r ) 之次数，自毋待言.若 
fix ') = or " + aiX rl + …+ a - » n ^ 

则由 1 ) 巳知 d 丨〜而 


/(x)- 
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为一多项式，其次数.若其次数仍大于/,则其最髙方之系数仍为 d 之侪数. 
故可续行此法以得 2) 之结论. 

3) 若 A 中无 低于/ 次之多项式，则定理已明.不然•命 d •为 A 中所有低于 Z 次 
之多项式之最岛方之系数的最大公约数，又命 

ft = d , x t + a\ + ••• id \ d f ) 

为其对应之多项式.用上法可知，凡 A 中次数小于 / 而不小于广之多项式/必可表 
为 

/(x) = g(jr) ft(x) 4 - r (: r> ， 

此处 q(x),r(x) 皆是整系数多项式，且 a >< a°/ 2 或 r = 0. 

续行此法可得定理. 

习题 1. 试将定理1推广到 n 个变数之情况. 

习题 2. 试将定理1中之整系数多项式换为整值多项式而研究其正确性. 


§5.以素数为模之多项式 


本节所论之多项式皆有整系数.且设 P 是一固定素数. 

定义1若二多项式 /(X) 及 #(:r) 之对应系数皆对模 p 同余，则此二式谓之对 
模 户同余 ，以 

/(■r) 妄 g(x) (mod p) 

表之.例如 

7x 2 + 16工 + 9运 2:r + 2 (mod 7). 

fix') 之最高方之系数非之倍数者，名为此多项式对模夕的次数，以 f / 表之.例 
如，对模7， 

a # (7x 2 H-16j-h9) = 1, 

但对模3， 

a°(7x* +16工 十 9) = 2. 

如此所定义的同余关系显然有次之诸性质： 

(i) /Cx) m fix) (mod p)i 

(ii) 若 /s^mod />)，则 g = /(nu>d /»); 

(iii) 若 / =^,/f = A(mod /»)， 则 /=/i(mod />)； 

Civ) 若 / 至 g,f 、 云 发 i(mod /»)， 则 

/ 士 /i 运容士幻 (mod /») 


及 




//i 妄 gK \ (mod p ). 
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特别值得注意者为 

(jum fun (mod p ). 

定义 2 命 fix 、& g ( x ) 为二多项式 ,〆 ： r ) 不恒为 ；， mod /». 若有一多项式 
k ( x ) 使 

fix ) s h ( x ) g (. x ) (mod p ) » 

则谓尽(: r ) 可整除 /( j^mod /». 而称 / j ( x ) 为 /( i ) 之因式 ， mod />，以发 ( jt ) 丨 /( x ), 
mod /> 表之. 

例如 ：由于 

^ ■+■ 3 x ^ — Ax 3 + 2至 (2 x * — 3)(3 x 3 一 x 2 4-1) (mod 5)« 

可知 

7. x 1 — 3 I : r s + 3? — 4 x J + 2 (mod 5). 

显然有 

( i ) /( x ) I fix ') mod pi 

( ii ) 若 fix ) I g ( x ) mod />，及 g { x ) \ / Cx ) mod p , 则 f ( x ) 与 g ( x ) 仅相差一 
常数因子.即有一整数 a 使 

fix ) ^ agix ) (mod p ). 

如是之二式名为互相结合 , mod />. 显然任一多项式共有一 1个多项式与之相结 
合 ， mod p ， 而其中有一个(且唯有一个）其最髙方的系数为1; 

( iii ) 若 / | g 1 mod p,g | h mod />，则 / 丨 A mod p \ 

( iv ) 任与二多项式 f (. x ) , g ( x ) , g ( x ) 不恒为零 ， mod p , 必有二多项式 gU ) 与 
K :) 使 

fix ) ^ qix ) gix ) + r ( x ) (mod p ) » 

此处 r ( x ) s 0 (mod /») 或 < d ° g . 

定义 3 若 一;》 次多项式 / Gc ) 不能分解为两个低于; I 次多项式之积 , mod />, 
则此多项式称为对模不可化多项式，或对模/>素多项式. 

例如 ：若取 p = 3,则不互相结合的一次式有3, 
x , j + 1 • x + 2， 

皆不可化.不互相结合的二次式有9: 

x 2 , X* +x, x z -^- 2 jc , 

x*-f 1, x 2 H-x+l, x*+2x+l, 

x*+2 ， x 2 4-x-h2, x* + 2o ： + 2. 

其中可化者有 6(= (x + fl)(:r + 6>), 而不可化者有 3: 
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•r 2 + l, j: 2 +j: + 2 ， x 2 +2x + 2. 

注意：一多项式对模户不可化，则原来也必不可化，由此证出，/ + 2尤+ 2无有 
理根. 

已与一 p ， 求出有多少个 n 次不可化多项式， mod 户，乃一极有趣味的问题，将 
于§9中解决之. 

定理丨任一多项式可以分解为不可化多项式之积 , mod />. 舍结合关系及次 
序外，此分解法是唯一的. 

证明与定理 2.1 的证明同，故从略. 

与§〗同法，可定义最大公约式及最小公侪式.以 （/,#) 表 /， g 之最大公约式 
之最商方系数为1者，并可证明 

定理2 有二多项式 ttiU ) 及使 

mix ') fix ') + n ( x ') gix ') s ( fix 、 (mod p ). 

§6 .若干关于分解之定理 


定义1 命 

fix) = a,j" -f- + … 

表一多项式.多项式 

na ， 1 + _ 1〉〜广 1 + … 

称为 fix') 的导数，以 fix) 表之. 

显然有 

{fix') + 茗 (J：>/ = f ix 、 +〆(：>. 

由于 

( x - • x m Y ^ + 


可以证明 


(j")V + (:r") , :r "， 


(f(x')g(.x)y — / / (x)g(x) +g’ （ x)/(x). 






( 1 ) 


(2) 


(3) 


则由 （1) 可知 




再由 （2) 及 （1) 可知 


(/( x )^( x )) / = y ^ a , 念6,((:‘)'乂 + ( jcO V ) 

t=0 >=0 

= 土 aOe 1 )' 2 b > xi + S a ' x， (S) 7 

(«=o i-n >-o 

= / / ( x ) g ( x ) +/( < r )/( j ：>. 

定义 2 若一多项式 / Cr ) 能为另一非常数之多项式之平方所整除 ， mod p , 则 
/(■ r ) 名为有重因子 ， mod />. 

例如—:《: 1 —尤 2 +0：+1对模3有重因子(：1：* + 1)*. 

定理1 /( x ) 有重因子之必要且充分条件为 （/ U ),/ Or )) 之次数 >1. 

证：1)假定 / U ) 有重因子，即 


/(x) = P z (x)Q(x) (mod p), 

其导数为 

/(x) = 2P(x)P'(x)Q(x)4 - P 2 (x)Q ， (x) (mod p), 

故 fix') tfix) 有公因子 P(x) mod p. 

2) 假定 P(x> 为 (/( ar )，/(: r )) 之不可化因子, mod />， 且 

fix) = P(o:)Q(j) (mod / >), PCx) |Q(x) (mod p) , 

则 

/Or) = P / (x)Q(x) -f Q / (x)F(x) (mod p). 

由 P(jc) I / / (x) mod /»，可知 P(x) I P ， (x)Q(x) mod /> .由于 P(j)-|Q(j) mod p* 
可知 

P(x) I P y (x) (mod />). 

由于之次数低于 PU) 之次数，故必 P'(x) 运 0 (mod p) ， 故 PU) 的形式一 
定是 

PU) = 

/■o 

由于 

PCx) = ( (mod p) , 

可知 PU) 并非不可化，这与假定相违背.定理已经 证明. 

定理2 若户十 n， 则 X-— 1无童因子， mod/>. 

证:命^是适合 


之整数，则 


^ = 1 (mod p) 
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( jr " 一 1 tnx " -1 ) = ( j :* 一 1 一 nnx ^ x ^ nx "^ 1 ) 

= (- l . nr - 1 ) - 1. 

由定理1推出本定理. 

定理3 命（饥，/1)=«/，则 

(x*"-l,x - -l) =〆 一 1. 

证:若 m = /»,此定理显然真实. 

命 N == max(m,n). 今于；V上施用归纳法.假定 n > m. 由归纳法假定可知 

U m — l,x" —1) = U 鎭一 l,:r - 一 1 一， -(Jr ■一 1)> 

= ( x m 一 iy — 1) 

=( 〆 一 i >, 


此处 



c/ 7 =* (m 

，n — m) 

— Cm 

* n ) — 

d . 

定理4 

命(》!，《〉= 则 






(■T’"- 1 一 ] 

L,， 1 - 

-1) = 

x " 4 * - 

-1, 

证:命 z 

= (/>_ 一 1，，~ 1). 

由定理3 

i 可知 




— 

I，，， 

-1) : 

;^ 一* 

1. 

再如定理 3 之证法，可知 






1 » ip m 

一 1 * p * - 

—1) = — 

1. 


§7.重模同余式 


定义1 命 fi 表一索数， 〆 ： r ) 为一多项式.若 A (: c ) —/* Cr ) 为 < p (, x ) 之倍式, 
mod />,则谓之/,及 /* 对重模/ >， v >( x ) 同余，记 之如： 

/, (x) s / r (x) (moddp»^i(x)). 

例如： 

x* + 3x 4 -f- x 2 4- 4x -f- 3 s 0 (modd 5,2 分 一 3). 

显然有次之诸 性质： 

= fix ) ( moddp ^ Cx ))! 

2) 若 / 与 g 对重模 p ，平 ( x ) 同余，则 g 与 f 亦然》 

3) 若 f 与 g Rg 与 h 皆对重棋同余，则/与 A 亦然； 

4) 若 


则 


/(■r) s g(x) »/i (^) ^ g\ Cx) (modd/> ， 9?(;r 〉> ， 
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fix ') i f \ ( jt ) ^ gCx ) ± g x ( j :) ( modd />» 9 ( x )), 

及 

fix ) f x ( x ) ^ g ( x)gi ( x ) ( modd /»， 9 ( j ：)) I 

5) 设 9? (: r ) 对/ > 之次数为 n . 任一多项式必与下列多项式之一 

a . +«* 2 工 +…-^■广 1 , 0 ^ a , ^ — 1 (1) 

同余.显然 （1) 表 〆 个多项式，其中无二者对重模 p ， 9 (x) 同余，且任一多项式必与 
其中之一同余， moddp ， p ( j ：). 

定义2 由 （1) 所表出的 〆 个多项式称为重模户 ， p (: r ) 之完全剩余系.一完全 
剩余系中除去与 < pU ) 非互素者称为重模之 缩系. 

定理1 若 fix ) 过重棋 p ， 9 U ) 之完全剩余系，= 1,则 
gU )/ U ) 也过一完全剩余系.若 /( x ) 过缩系，则 gU ) fix ) 也过一缩系. 

证：若 

(. x ) = g ( x )/ 2 ( x ) ( modd />， 9 )( x )), 

则由于 ( g (: r )，9( ar 〉）= 1, 可知 

fi ( x ) ^ fz ( jc ) ( modd />， 9j ( x )). 

由此性质易于获得本定理之证明. 

习題.试推广 Euler 函数之定义.进而求出其表示公式. 

§ 8. Fermat 定理之推广 

设/>为一素数，9(工）为次不可化多项式 ， mod P . 

定理1 对任一非 〆 : c ) 之仿式之多项式 / U),mod /»,恒有 
( f ( x ) y "- 1 = 1 ( moddp ,< p ( x )), 

对任一多项式常有 

(/( ar)〆 =/ Cx ) ( modd /.,^( x )). 

特别有 

x fH = x (modd pt < pix ')). 

证:命 

/j (工> » …， fp - i ( x ) » ( moddp ,^( j )) 

为一缩系， modd / N ^ i ). 则 

ff \ ，…， //，.-】 

亦为一缩系.故 


(1) 

(2) 
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p"~i /■* 1 

JJ fiCx ) ^ JJ (/( jt )/,( x )) (modd/>*^?(jr)) , 

i=) i-l 

即 

((/(x))^-* -1) U/, (工）妾。 ( moddp ,< pU '». 

— I 

故 

(/ U ) y m 1 si (moddp^Cx)). 

此乃第一章 Fermat 定理之推广. 

注意 ：（2) 固然是 （1) 之特例，但 (2) 也可直接推出 （1) 来：盗 
(/(之）），_ s fix ^ ) m fU ) Cmo 6 dp t < pU )) 

故也. 

习题.试推广第二章中之 Euler 定理. 

定理2 任一 》1 次不可化多项式 -- 定整除 x 广 l _l,mod 久此 定理可由定理1 
直接推出. 

定理3 重模方程 

/(X) =0 (modd/»^Cx)) 

之根之个数不超过/(X)之次数. 

证:若 g (: c) 是此式之一根，命 

/( X ) + …， 

则 

f ( X ) - fCgCx )) = a.(X" - (g(x))-) - (^(z))^ 1 ) +— 

==(X-^(x))A(X). 

若幻 （x) 是另 一根关 g (: r), 则得 

h(gi Cx)) ^ 0 (moddp ， 9(jr))♦ 

由此可证出本定理. 

定理 4 - 1不为一髙于/»次之不可化多项式所整除， mod p. 

证:设 是一不可化多项式 ， mod /»,其次数且假定 
x pm s x (modd/>,^(x)). 

对重模 p ，^ x ) 有 p ” 个互不同余之多项式 /(r). 因 （/(:r)) 〃芑 /(xMmod p ， 敗 
s f ( x pn ) s /U) (modd/>,^Cx)). 

即 =X(modd/>^(x)) 之根数为 />” 而 大于户 •，此不可能. 

定理 5 若〆 J：) 为一 /次不可化多项式 ，mod />•且 
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0( 工）丨 — x (mod p ) , 
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则/丨 ”• 

证：由定理2及本定理之假定 

0(x) | (: r 广 1 一 1 ，: c’ 1 一 1) (mod />), 

由定理 6.3 

0(x) I x pd ~ x — 1 (mod p)，d = (n«/). 

更由定理4, 可知/ = (”,/). 故 / = A 即/丨 n . 

习题•设 #x) 及都是不可化多项式， mod 户，则 
= 0 (moddp « ^p(x)) 

可解之必要且充分条件为 ay I a-p •并证若可解则可分解为一次因子之积. 

§9•对模 p 之不可化多项式 

定理1 所有的 n 次不可化多项式， mod />，之积等于 
IX(x^--x) 

*1 *1 *•* **1 

此处仍，奶，…过 n 之不同的素因子. 

证： 由定理 6.1,x^" _:r 无重因子，故可分解为若干个不同的不可化多项式 
tp (, x ) = x 4 +<i| < r rf_l + … 

之积.而 ^(x) | x pd — x*d I n . 

今用 § 1.7 之逐步淘汰原则 ：巳知 j/—:r 为诸 m(m 丨 n> 次不可化多项式之积. 

于其中除去所有的多项式之次数整除2者，但以」! - 之因子为次数之多项式巳除 

9! 9i9z 

了两次，故又必需添上，等等. 

定理 2 共有 

丄 （/>" — 2〆〜 ， + ~ + …〉 

*i «i 'it 

个 r* 次不可化多项式•此处 D 过”之所有的素因子 ，5] 过”的所有的不等的素因 

*1 ，i ， 

子对 9i9:， 等等. 

证.•定理1中之多项式之次数是 

N =〆 一 + …， (1) 

其每一因子之次数为《，故得定理. 
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第四章 多项式之性质 
命 

n — gi' … 必， 

此处％为《的各不相等之素因子.显然 

N 三 { 一 (mod 

故 N >0 .是以 

定理3 必有一 n 次不可分解多项式存在. 
习题.无遗漏地补出下一节中所略去的证明. 


§ 10.原 根 

本节中所述与第三章§8所论者颇多相似，故将详细证明留诸读者. 

设 (/(X),#：^) = 1,若有一多项式 ff(X) 存在，使 

(^(x))" s fix) (modd/> ， 9»(j ：>〉 ， 

则 f ( x ) 名为 m 次剩余， moddp，〆：!：). 

/(x) 是二次剰余之必要且充分之条件是 

(/(x))^^ n s 1 (moddp^(x)), 

不然 

(/(■r))h’ _ ” 运 —1 (modd/»,^p(x)). 

定义 最小之正整数 / 使 

C/(x)) / s 1 (moddp*9(i)) 

者名为 /Or) 所属的次数 • 

如前可证/乃〆 一1 之因子，并可证明属于次数/的多项式之个数等于 fU). 因 
此有〆〆一 1) 个多项式貭于次数/ >• 一 1. 这种的多项式名为原根 （modd/>. 

若 /U) 是一原根，则 

(/(x)〉*» w = 1 ， 2,…，〆 一 1 

表示所有非零的互不同余的多项式， moddp#(x). 

不难证明连乘积 

XI ( x -/, u )) 

(其中 /. 过所有的原根）等于 

XJ ( x </_u/ 〜 一 1) 

― Xf ' 1 -1 —^-, (1) 

n(x( 广》 ~ 一 1) JJ — 1) 




此处 II 过/ >• —1 的所有的柰因子9, II 过/ >- — 1 的所有的素因子对 9 ,屮， 9 尹 9| ; 
q *•«! 

等等. 

习题. 证明所有的非；的互不同余的多项式之乘积 =-l(modd/». 9 (x>). 

§11.总 结 

本章所讨论之各种对象可以归结起来，使其原则化，抽象化，因而建立起以下 
的各种概念.这邱概念是近世代数（或称抽象代数）之基本对象. 

一组元素称为一集合元素的个数可以是有限个，或无穷个. 

1. 如其间可以定义加减，且对加减自封（即二元索之和及差皆在此集合中），则 
此集合名为模. 

例如 ：所有 的偶数成一模，所有的偶数系数的多项式也成一模. 

模有时也称为 Abel 群. 

2. 如 W 中可以定义加减乘，且对加减乘自封，则此集合名为环. 

例如 ：所有 的整数，所有的螫系数多项式都成一环. 

3. 一环尺中之一分集 E 如适合下列二条件，则名为理想集合： 
i> 若 a，6 在£中，则 a — 6 亦在 E 中》 

ii) 若“在£:中而 r 在只中，则 or 亦在£ :中. 

例如：在所有的整数所成之环屮，偶数所成之集合印为一理想集合.在整系数 
多项式之环中，形如 

/(x)(x* + l) + 2^(j:)x 

之多项式亦成一理想集合.此处/及 g 过所有的整系数多项式. 

4. 如尺中可以定义加减乘除（除数非零），而对四则运算自封，则此集合名为 
域. 

例 如：所 有的有理数成一域. 

以一不可化多项式为模，所得出的剩余系成一域，此即近世代数上所谓的代数 
扩张. 

又以素数 P 及对/>不可化的《次多项式 〆 •!） 为重模，所得出的剩余系成一域， 
此域共有 〆 个元素. 

在将来学习近世代数时，如读者能把握 r 本章所涉的具体例子，将帮助读者易 
t 捉摸其中若干槪念的涵义. 


第五章素数分布之概况 


本章仅将素数分布之情况，作一广泛的叙述，而不作任何稍深的探讨.此可视 
为解析数论之导言.本章读者需略知微积分. 

§ 1. 无穷大之阶 

在讨论素数分布之情况时，诸无穷大之比较概况不得不知.而比较无穷大时常 
用次之 符号： 

《， o » 〜. 

今往解释之 如次： 

设 n 过正整数趋向无穷（或: r 为一连续变数趋向无穷）.设 y >( n ) (或 p (: c )) 为 
«( 或之正值函数， /(;*)( 或 / Cr )) 为任一函数.若有一与 n (或 _ r ) 无关之数使 

I /1<〜， 

则吾人以 

/《9 

表之.但如，为方便起见，吾人记之如 

/ = g-hO(^). 

又/= 0 (9)，/〜 9 之意义各为 

lim = 0或 1( 或 lim =" 0或 1). 

a ( n / S~»oo ( py . X ) 

是以有次之 数例： 

siar 《 1， ：r + 丄 《 :c 《 j: + 丄 ， ：c + 丄 = o(x 2 ) * 
x x x 

■ r + sinx 〜: r ， 或 x -f sinx = x + 0( 1). 

当然，“趋向无穷”一语可以换作“趋于限广.例如当 : r — 0, 则/ = 0 ( 0 ：) ，siiur 

〜: r , l + x 〜1等等.但以后如无特别声明，则概指趋向无穷而言. 

显然有次之诸性质 p ( ii ) 若/« "《 则/«和 （ iii ) 若/《 f ，容 

《0，则 /+ g 《妒+必及/«《鉍•如将《换为 o () ，则 GiKiii ) 亦真. 

又 （ i ) y > 〜 <pt ( ii ) 若必〜炉，则穸〜 tfji {\\ i ')( p 〜 tp ， 屮〜 X ，则 < f > 〜 ; p ( iv ) 若 中〜 tp ， 

必〜於 1 ，则抑 1 〜 <pcp \. 



§ 2. 对数函数 （logarithmic function) 


于素数分布之研究中，对数函数 bgx 实不可少.今假定读者已知 lopr 之定义， 
而重述其一二简单性质如次：因 

e * = 1 + r 4-... -1- — H -- h .... 

卞”！卞 （ii + l )! 卞， 

故当 Z — oo 时， 

I > ( n - hl )!* 

而此趋向无穷.即 〆 趋向无穷较 x 之任何方次为快，或谓 〆 之无穷大之阶大于/ 
之阶，或可 书为 ： f = o ( 〆 ） •若 a 为正数，则 x * = CKx [<)+l ) - o ( e *). 

因 logx 乃 〆 之逆函数，以 logy 代人上式之 x , 则 （logW = oiy ). 即得 
logx = o ( jc ') (.d > 0). 

换言之， bg : r 之无穷大之阶较 _ r 之任何正数方次为小.易见 log \ ogx 更较 logo : 为小. 

定理1 

公丄〜 logj：. 
t =1 n 

证：因 

logJT = f 宇 <2 丄 + f 字 *=1 + logX. 

JI l n J i t 

故得定理. 

定理 2 命 

则 
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§ 3•引 言 


素数之分布状况，乃数论中最有趣味之一分支.其中之推测及定理，类多先由 
经验得来•今先将若干问题，及古人对此问题所猜测之结果，及支持此种猜测之数 
例，漫述 如下： 


( i ) 命 nU ) 为不大于之素数之个数，则有次表: 


X 

*(x) 

logx 

lix 

ir<x) 

~UT 

«(x) 

X 

1 000 

168 

145 

178 

0. 94••• 

. 1680 

10 000 

1 229 

1 0d6 

1 246 

0.98— 

.1229 

SO 000 

5 133 

4 621 

5 167 

0. 993••• 

. 1026 

100 000 

9 592 

8 686 

9 630 

0.996 … 

.0959 

500 000 

41 538 

38 103 

41 606 

0.9983 … 

.0830 

1 OOO 000 

78 498 

72 382 

78 628 

0.9983 … 

.0785 

2 000 000 

148 933 

137 848 

149 055 

0.9991 •“ 

.0745 

5 000 000 

348 513 

324 149 

348 638 

0.9996— 

• 0S97 

10 000 000 

664 579 

620 417 

664 918 

0. 9994 

.0665 

20 000 000 

1 270 607 

1 189 676 

I 270 905 

0. 9997— 

.0635 

90 000 000 

S 216 954 

4 913 897 

5 217 810 

0. 99983— 

.0580 

100 000 000 

5 761 455 

S 428 613 

5 762 209 

0. 99986— 

.0576 

1 000 000 000 

50 847 478 

48 254 630 

50 849 235 

0. 99996… 

.0508 


此表提示吾人数点： 

1) 素数之个数无穷，即 kU ) - oo . 

2) 但与整个之正整数之个数相比较，则所少很多.即 2 ^-0 .或可叙述为几 

x 


乎所有的整数皆非素数. 

3) 素数个数之无穷大之阶与 Uo: 十分接近，即 nCor) 〜 lLr 〜 r ^一.当然 3> 包有 

logJT 

1) 及 2). 

4) lix 当为 ikU ) 之 最佳渐 近式. 

5) jt(x) ■< llz. 

于本章中最深之定理为 HeCwmeB 定理，即 

, X 《 K(X ) 《:^ _ 

logx logx 
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此当然包有 1) 及 2). 而著名之素数定理 3) 将于第九章中论及之.但 4) 之讨论十分 
精深，不在本书范围之内（将于解析数论之专著中述之 ）.5) 并不真实，此点已由 
Littlewood 证明之矣. 

( ii ) 已知 

5，13,17,29，"，10 006 721 

皆为四除余一之素数，因之发生一问题，即有此性质之素数是否无穷.对此问题有 
Dirichlet 更普遍之定理以答 复之： 

若互素，则形如如+6之素数之个数无限. 

本章仅论及此定理之若千特例.此定理之证明见第九章. 

( Hi ) 吾人有 

6 = 3 + 3,8 = 3 + 5,10 = 5 + 5,12 = 5 + 7,14 = 7 + 7,16 = 3 + 13， 

18 = 5 + 13,20 = 7 + 13,22 = 3 + 19，... 

由此 提示： 凡大于4之偶数必为二奇素数之和，此乃著名的 Goldbach 问题，若此定 
理真实，则吾人可以 证明： 凡大于7之奇数必为三个奇素数之和.因若《为大于7的 
奇数，则 n — 3乃大于4的偶数.故 — 即 ” = 3 + A +/»2. 

此问题之解答，十分困难 . H . M . B HHOr paAOB 证明： 充分大之奇数，必为三奇素 
数之和.而著者曾证明：“几乎全部”偶数皆为二奇素数之和 . V . Brun 证明： 充分大 
之偶数都可以表为两个各不超过9个素数的乘积之和. 

( iv ) 又 

10 016 957,10 016 959»".!10, + 7,10 9 +9;… 

皆为差为2之素数对.更切实些，已知小于100 000者有1 224对，小于1 000 000者 
有8 164对.目下所知最大素数对是 

1 000 000 009 649,1 000 000 009 651. 

此类数字资料建议 ：差为 2之素数对可能有无穷对.此亦一未尝解决的问题. 
切实言之，在数论之研究中能建议之推测，常较能解决者为多.又如 
5,7,11;11，13，17!17,19,23!—»101,103,107; 

…014 491,10 014 493,10 014 497 

皆为索数，由此建议，是否有无穷个素数使+ 2,/» + 6皆为素数.更进 一步： 

( v ) 已知 

n 1 — n 17 

当16时皆为素数，又 


当0< »1 <40时皆为素数. 


n 2 — ； 1 + 41 
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此建立一极有趣味之问题••任与一数 N ， 可否求出一数/>,当0<1»<；^时，使 

— W + /> 

常表素数. 

此亦一未解决之问题.由著者观之，其困难较 （ Hi ) 及 （ iv ) 更甚.盖若此问题已 
经解决，则 （ iv ) 亦迎刃而解也.何则？多项式 n 2 — TI + P 最多只当 M 由0到 P — 1时 
为素数.今往作一系列多项式 n 2 — if 十 A ，具有次之性质：当时, n 2 — n 
+ P ， 常表素数.故若问题 ( v ) 已解决，则此种作法实为可能.命 n = 1及2,则 p ,， p , 
+ 2皆为素数•又命” = 1,2,3,则+2, A +6皆为索数.是以本问题如能解决， 
则问題 ( iv ) •立刻解决. 

( vi ) 形如 n 2 + l 之素数之个数是否无限，此亦一未解决之难题.据一般推测，其 
个数似应 无穷： 盖己知 

2,5,17,37,…，65537 ，… 

等皆是也. 

( vii ) 命九为第《个索数， — 之分布悄况如何？由 （ tv ) 已知可 

能小至2,但最大时如何?换言之，求 linUp ，一/^,) 之无穷大之阶. 

( viii ) 有所谓 Bertrand 假 定者：必有一 索数在/!与2«之间，此乃一较易之事实， 
将于§ 7中证明之.更梢密之推测为“必有一素数在¥与 （n + l > 1 之间”，此乃一未 
能解决之难题. 

§4 .素数之个数无限 

定理1 素数之个数无限，即 Wo :) 与: r 同趋向无穷. 

证:命 2,3,为不大于之诸素数，乂命 
q = 2 ^ 3 … p + 1. 

则9非2,3,…，夕之倍数，故此或为素数.或为 p 与 q 之间之素数所整除.故必有 一 
大于 P 之素数存在.即得索数之个数无限. 

此-方法可用之以证明更广泛的结果. 

定理2 命 fix ) 为任一整系数多项式.在数列 
/(1)，/(2)，/(3)，… 

中包有无穷个不同的素因子. 

证:命 

fix ') = anx " + a ， 广 ， + …+ a« ， n ^ 1. 

若 A = 0, 则以上数列包有所有索数为其因子，今假定 a ， 关 0. 
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若该数列中仅有有限个素因子今考虑 /(/>, …此式所有的 
系数皆为^之倍数，令 

/(p, = a”g(_y )， 

而 

g (. y ) = 1 + + _ A 2 y + "• + A m y n 

是一整系数多项式，且整除 A ,， A 2 ，…， A ,. 若有一个整数: y 。 使 giyo ) ^ 
土 1,则 g (： y 。） 中必有一索因子异于，…，即得定理.由于 g (: y ) =士1 最多只能 
有 2 n 个解，故定理已完全证明矣. 

对定理1 , Euler 有另一证法.此证明方法开辟解析数论之门径.其方法如次： 
定理3 级数 j 并不收敛，此处 p 过诸素数.故素数之个数无限. 

于证明此定理之前，先证 

定理4 ( Euler 之恒等式）.假定 /( n ) 为一函数.对所有的正整数 n ，/( n ) 之义 
确定，且并不常等于零.若 ( in ') = 1，则更设 

/( mi ’） = /(”〉/(”’)• 

如此则可有等式 

2/(n) = IX (1 +/ ( P) +/(〆）+…）* 

此等式成立之条件^ 

( i ) 假定 

S I /(”） I 
■-1 

收敛，或 

( ii ) 假定 

11(1+1 /(/») | + | /(〆） I+-) 

收敛. 

又设对诸/!及，常有 /( mz ') = /( n )/( n '). 则在前之情况下， 

S/ ⑷ = IJ r^nFr 

证：因对诸 n 皆有 

/( l )/( n ) = /( n )， 

且有一”使 /( n ) it 0 . 故立得/( I ) = 1 . 

1) 假定 


2丨 /⑷I 


(1) 
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收敛，其和为孓今论 


pu ) = n (i 

p <* 

因对任一1/( 〆 ）丨为<1)中之一部•故亦收敛.即 〆 : c > 为有限个绝对收 


敛级数之积.故 


PU) = 2 '/ (n > 

为一和，其中 n 过诸锒数其素因子皆者.命 

5= |]/(«)， 


I S - P ( x ) |< 2 ^ /⑷ I . 

当了趋向无穷，则丨 S - PU ) | 趋向于0,故 PU ) 

用此结果至函数 I /( n ) 丨，则 


收 敛于孓 
2) 假定 

收敛于: P . 则 


/( P ) 1 + 1 /( 〆 ）1+…） 

身 

IX(l+l /(/») H-I /(/»*) 1 +…） 
PU> = Uci+I /(/») H-l /(/»*) 1 +…〉 


i ； I / c «> 


收敛.由 1) 之结果，立得定理. 


今往证明定理 2. 于上定理中取 /(«) = ^•若^ 士收敛，则由连乘积定理可知 


IK 1 -}) s n (卜含) 


收敛.由上定理可得 


亦必收敛.是不可能.故得定理. 




由 0<1- 


<1，故得 •. 


定理 s IT(i — 发散于零. 

习题1.证明形如 6 n — l 之索数无限. 

习题2.证明形如 4 n_l 之素数无限. 

习题 #=▽ 右(注意 § + = 

§5.几乎全部整数皆非素数 


定理1 

lim = o. 

即在1,2,…， r 诸整数中，其素数之个数与；!之比接近于零.即几乎全部整数皆为复 
合数. 

证:今 将证明稍为普遍之结 果：当 X 过实数趋向无穷， 


在证明之前，先说明一有用但简单之事实：不大于 X 之整数可为 a 所整除者之 

个数为此 [ e ] 表 e 之整数部分. 

命 t£*(0 ： ,r) 表不大于: r 且不为前 r 个素数 
2，3,5，•••，/>, 

所整除之整数之个数，则由定理 1. 7. 1,可得 

<«“) = [X] - _2J^]+ 

(此式之直接证明亦不太难）. 

显然 


故 


jc(j*) ^ d)(x*r) -f- r. 
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由定理 4.5 已知当 r-*oo, 

fl (卜 i 卜。. 

故可取 r = r(e) 使 

n(x) < -i-ex+2^ 1 . 

故当适当大时 

tc ( x ) <C ex. 

即得定理. 

§ 6. He6biiueB 定理 

本节之定理，乃初等数论中之异常重要之定理，故其证法力求纯代数化. 

定理 1 当则 

1 ^ f s HU) ^ , 

-5 - < Jt(n) - <6, 

o n 

此处 

H(n) — , 

tr 2 v 

BPdn) 与 … ，士 

)之平均值之倒数同阶. 

于证此定理之前，先需下之二引： 

引1.当 

^(2^)<2 4 . 

证：当 JT> 9 , 


此可由奇、偶数之讨论知之.又 

ic(2 〉 — 1 = 

2 °, jc ( 4 ) = 2 = 2 l , tc (8) =4 = 2 *. 

引2 .当/> 0 ， 

m^x/. 

证： 


h<2，) = t + ( t + t ) + 

(i + l + y + l ) 


• + f)>y + (t + t) + (t + t + I + t) 
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+ … + (? + … + ?)= T f . 

H(2’) = (| + j)+(j + } + | + y)+- + ^r <(} + {) 

+ (1 + + + | + 士 )+… +(士 +… 

定理之证明 先证 


( 2n )= 

_ (2n)l 

\ W / 

n\n\ 


n 〆 • 

，，<2»< 广 1 


( 1 ) 


因 （ i ) 在”与2” 间之素数整除 （2；!)!, 但不整除；《!,故有上式之左. （ ii ) p ) 中/>之 
方次为 


纽芦]-#])◊， 

因其中之每一项迕< 1. 故得 （1) 式之右边.由 （1) 式可知 

• 卜 ■⑷ < H /»< IT /> r <(2n)- <2 - > ,n>l. (2) 

11 / 

又因 


/2n\ 2”(2” 一 1) …（” + 1) 

V n / n(n — 1〉… 1 


及 



二 HO 2 . 


故由 （2) 可知 


( 2 :)< (1 + 1) 1 " - 2 : ", 


y • 2- < (2”）〆:*° , ” > 1. (3) 

命抒= 2* *k = 0，1，2，."，可得 

< 2 ^ 1 , 2? < 2( 細产 1, ，A 彡0 

即得 

A ( it (2^ , )- x (2*))<2* +1 , 2*< U + 1)^(2^). (4) 

由引1， 

( ife 4- l ) it (2* u )-^ C 2*) <2^* H - k (2^')<3-2 4 , Jk ^ O t 
令 A = 0,1，…， A ， 而将所得之诸式相加，得 

(* + l ) ic (2* +, ) <3(2°4-2 , H - — + 2*) <3 - 2奸 1 , A > 0. (5) 

由 （4) 及 （5) 可知 
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1 9*+1 o*+i 

Trn < K <2 " r ,)<3 m , k>[ 


命》为>2之整数，取 Ar 使 

2 出 < »i < 2 料 2 , * > 0 . 

由引2， 


W”) > K(2 t+, )>|-^ i = + y 


>丄 >丄 « 

^ *8 H(2* M ) 〆 Y HU)* 


此对 n >2 皆真.故 


定理2 当 


证：当”>2, 


• < 7 t ( n ) f ^- n ~ <6. 


< ^^<12. 


当”>4, 


logy =「宇 <+ + j + …+ 丄 < 「宇 = log”. 

2 Jit Z 3 n J I l 


log 4 ^ 4-logn. 


|log3 + 


X ， 


故得定理. 

显然定理 4.1 及定理 5. 1都可由此定理推出. 

§ 7. Bertrand 假设 


Bertrand 假设之证明乃 4 e 6 bimeB 所首先获得. 
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定理1 对任一实数 •！ >】，在: r 及 2 jt 之间必有一素数. 
证：1)仍由二项式系数 

/2n\ (2n>! 

\ n f n\n\ 

出发.但需要更精密的估 计：当 5 时， 


，<( 2 :)<+2' 


此式之左边之证明 如次： 


〉( 2 >[[音.音^>夂 


而右边则用归纳法.当 n = 5时显然有 


( 2 J *)= 252 < 256 = • 2 ,0 . 


2(»- Hl )\ (2”） ！ （2”+ 1)(2” +2) 〆 A f 2 n 


(n + 1 ) 一 


<o 


V n-hl / (n!)*(n-hl)(n+l) V « / 

而得所黹. 

2) 命 10. 以{的表之最小之整数，且命 

如此则 

“1 > a 2 > …> a * > …》 

及 

a* < 多 + 1 = 2 ^7 + 1 ^ 2a*+i + 1. 

由于两边都是整数，故得 

a* < 2 <Z/h-i• (2) 

命 m 为最大之整数使得 h > 5者 . B 卩 fllir+l < 5. 又由 （2) 式 ，知 < 10.因 2 a , > 6, 
故 m 个隔间 

a m <.rf^ 2a. t a ri <7^ 2a,,-1. —» a> < 2a t 
整个地掩盖了隔间10<7<6.故 


IT ^ < IT ^ IT IT p' 

lO<Kb m t <p<U ： » m <p<U m 


n ，<( 2 ；)<2-. 


由于 
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l < Kp<i 

<2*( +中—佘） < 2 U . (3) 

3) 在上定理中已经证明：一素数/>在中之幂数不大于 r, 此 r 乃最大之整 

数使，< 2/1者.由此可知素数/>之大于 A 者其平方必不能整除 ( = 

尤可注意者，当 ” > 3时，适合于 I*” < p ^ n 之素数/>不能整除 ( = 盖3/> 
> 2n， 故在 （2n) !之诸因子中仅有 p 及2户出现，而无其他之/>的倍数.而（71!> 2 中显 
然有因子〆 .故如此之/»不能整除(此乃本证明中最主要之点 . > 

总括以上所述， 

( 2 ；)< Up - n » Up 

n 亦<斗 -< x *- 

< n (2 ”） ti p ti p- 

由 （1) 及 （3) 可知，当； I >50 时（即 10 时）， 

2 1 -< (2”)办 -+, [[ P P 

ynr <^<4- -<〜• 

< (2«)^ J 2^ XX p . (4) 

n < p^tn 

若在; I 及 2n 间并无索数，则得 

2 U < 

即 

2^ < CZn )^\ (5) 

当《充分大时，此式显然不可能.今更具体地算出此式成立之确切范围.今用不等 
式《 < 2- 1 (此式可用归纳法证之）， 

In - < (C^T] + 1)* <2 *撕 <2 • 成， (6) 

由（5〉可知（仍假定 50) 

< (2 n ) 3<l4 ' v，? * ) <1 <； 2^ s " xZOv ^" = 2 t0<8,> ^ , 

即 （2n) + < 20 , n<j • 20 s - 4000. BP(5) 式仅当 ” < 4000 时可能成立.故当 n > 
4000时必有一素数/>适合于 n < /» < 2n. 
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4) 当 n < 4000时可以证之 如次： 

2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631,1259,2503,4001 (7) 

乃一连串素数，后者小于前者之二倍,对任一 n ( l < n <4000) 可于 (7) 中取得一最 
小素数/>而大于《者.命 〆 为其前一项，则 

〆 < ” < P < 2〆 < 2”. 

故得定理 1. 

定理2 当 n > l , 则有二正常数^及戶使 


a r — <C w(2n) — n(n) <C B - . 

Iog« r logn 

证 ：此式 之右边可由上节之定理立刻推得. 

由 （ 4) 式可知（并利用 （ 6) 式），当 n > 4000(n < 4000 时，定理显然）, 

XX /> > 

〉 2+<2"-W(ln>+ > 

^ 2' f . <1_19/20> = 2^*. 


由于 


JI P < 


«(2”)-开0|)>晋•点， 

故得定理. 

附记 ： 按定理1之性质，就一方面而言，固已解决 Bertrand 所推测之难题.但就 


另一方面言，此定理之梢确性并不算好，盖有远较此定 理见精 确之结果存在，惟超 
出本书范畴不能叙述耳. 

习题.试用微积分方法计算 （5) 成立之界限. 


8. 以积分来估计和之数值 


定理1 若时， /(: r ) 是一递增非负函数，则当$彡 a 时常有 

| |] /(”〉-{:/(工叫</( 6 ). 

证:取 = 6 .则 

= 2j"/(a：)dr 
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即 

又 


S/co 

U E / (出)， 

<*=« 

/(a) + …+ fib — 1) ^ J f(x)dx ^ /(a + 1> + …+ /(6) » 


0< j ^/( jr 〉 dr </(^, 

并之可得定理. 

例1•命; 1>0，/( jc ) = 〆 ，则得 

^ 41 - 




Ls〆 ' a+i 

由例 l 可知，当时， 

S nA = + 

»<"<€ ATI 

由此也可得出 

2”* = 0(^ +, ). 

例 2 •命 fCx) = logjr.e 彡 1 及 7($) - [logn, 则得 

I T($) —J logxdz |< log 尽， 

即 

I T(^)-eiog^+e-i I< log 各 


特别当 $ 为整数 《 时 ，则 

nlogn 一 n -t- 1 一 logn ^ logn! ^ nlogn — n + 1 4 - logn» 


即 


iT 1 〆 1 < n\ <” 麟 +, ， - 好、 

习题 1 .设 $ 是整数，在 （1〉 式中多求一项，即当 A >1 时，定出(:使 

E« J - =^ T +#+ o ( r 1 ). 

习题2.引用定理1以研究和 


2 Io « 

3 <-<e 


logn 


关于递减函数有以下结果： 

定理2 设:时， /(: t ) 是一非负的递减函数，则极限 


( 1 ) 


(2) 


(3) 
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Jim ( ^f(n) — J /( j ) dx )= a (4) 

存在，且 0 < a < f(a). 更进一步言之，当 a ： 一 oo 时，若 /( x ) — 0,则 

I y ；/( n )- [ V < w>^-a |</( e -1). (若 + (5) 

丨丨 

证:命 

g (荩）= 一「/(1)办， 

则 

g(n) — g(rt -h 1) =— /(n + l)+J /(x)dLx 

^-/(n + l)+/(n + l ) = 0. 

又 

N-l fir+1 

g(N) = XI (/ (n) — /( x ) dx )+/( N ) 

n —« * " 

N-l 

^ 2 (/(”） 一 /(»))+， (N > = /( N ) ^ 0 , 

故 g(n) 为一递减函数，且 


0 < gin) < g(a) = /<a). 
故 g(n) 之极限存在，命之为 a , 且 0< a </ U ). 

今更假定当 X -► oo 时， /(： r ) - ► 0,则 


g($) — a = 2 — J /(x)dr — lim ( ^f(n) — J /(x)Ar) 

= 5^/(”) - f ]/(j)dr - f(x)dx 

- Jim ( 2 ,(”) _ J /(x)dz) 

=-T /(r)dx - lim ( Y ； /(«)- T /(x)dar) 

——J /(x)dr 4 - lim 容 J (/(x) - /(”) )dar 


< lim V [" (/(n-l)-/(n))dx = /([$]></(e-l )， 
一 •私 

^-J^/(x)dr (芒一 M)/(M) 1). 


故得定理. 


例 3 .取 a = l ,/( x ) = j •此时 a 名为 Euler 常数以 y 表之•故得 0< y < l , 
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2 i = . o ge + r + o (- i ). 


例4.命 0 <tr 爹 l ./ U ) = jT * •则有一常数 a = 0(^0) 依于 a 及〜使 当 a > 
1时，有 

| <7) 

由此获 得：若 < T > 1，级数 


收敛，且当1时 


(7= T ) r , +0 ( r )* 


(1),(3),(6),(8) 四式经常用到•读者最好加以熟记. 
习题 1. 证明当时 




习题2.证明当2时 

石,; ^ = bg 1 。 较 +c * +0 (点)- 

§ 9. HeCbimeB 定理之推论 

本节中所用之〃,，“，•••皆绝对常数. 

定理1 当时，有一常数 C , 使 

IS 宁 -H ◊，• 

此处表示和中之/ ■过 所有不大于？之索数. 

证 ： i > 先设 $ = i 为整数.由定理 l . ii . i , 

T(x) — logj-! = log JJ/» = 2 ( [ 爹 ]+ [ 芦 ] ) lo 8 户 . 


〈[幻十[多]+… <爹+#+-< 


p p(p — 1) 


可得 
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由定理 6.2, 


及 


2 log/> < logOTTtCx) < C t X 
P<* 

log !L _ < ^ log(« + l) =f]> 


代入 （1) 式得 


V jgg£ < V 

1/>(/> 一 1 〉、 2 么 


(n-ir 


由例 8. 2 得 
但 


卜)—一 

I T(x) — xlogx |< c s x. 

1 。 呂户 — xlogx I ^ I T(x) — x S 户 I + I T(x) — jrlogx | 
P I I *<• P I 


p <* 

< C4X + C5J ： = c t a :* 


E 


1° K ^- 


logx < c*. 


2) 设 $ 为任意实数，则 


由适所证出之结果得 


^ logp = 写 log /> 

l2> r - log[f] l <c ,. 


但 


故有 


I log[$] - loge I = |* f ^(logi) = J < J^】cU < 1 • 




故定理完全证明. 

定理 2 设€>2,有一常数 o 使 


g ^ logioge + c + o ^). 


( 1 ) 


证:命 
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由定理1, 


S(n) = V l2K^. 
a<» P 

Sin) = logn-fr., r. = 0(1). 


•丄 = y S (”）一 S (” 一 1 ) 

p<( P p lo BP z<^<i logn 

=V lgg>»-log(n-1) v r, - 一 ▽，口 

log« ~~iog/|~ - 2i + 2*. (2) 

^ log(l-l) 

由于 z >2 时， /( 文）=-\^^^是递«函数，且当1—00时， /<:0 — 0 . 


故由定理 8.2 得 

2, 一 S 




: log(l - 士)-士 


收敛，设其值为 c , 则 


此处用到£ 


2, =n + (■ + j; U- 7 办 + o ( ‘） 

II ，1 logf 1 — 丄)+ 丄 

= logloge - loglog2 -fr, +c 9 -f ― V, xi jLcIj. 

Jf logj- 

+ °( eiif ) = lo * lo 8 f + £ -+ o ( jj ^). 

P* l08 ^ 一 x ^ + ~x j, cLr \ _/ 1 


:— fog, ^ = °(l f pfe) =0 (i4H) =0 ( 点 ) • 

又由于 r ，= on ) 及 — 为正项收敛级数，故级数 

§ r '(log« Iog(n + 1 )) 
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收敛，设其值为化.又 

(logn log(n + 1) ) — ^ I logn logtn + 1) | ) 

= °(|]») =0 ( l 4)- 

故 

= § r -(id 1 




logn log(n + 1) / ^ * \ logn log(n + 1) / 

+0 (iii) = f " +0 (iif)- 

由 （2),(3〉，（4> 得 

S 7 = iogiog6+c,0 +Cn +°(i^) 

=loglog^+ Cr+0(j^). 

定理证完. 

定理 3 设 2 .有一常 数〜使 

证《由于 

§(—- 含 )+ 含 )= 。 (|^)= 。 (§ 爿=。(+)， 

故由适所证之定理得 

U 1 -+卜 siog(i-j)=- s j+s[io R (i-^)+]-] 

=一 iogioge - C7 +o(j^)+ g (iog(i- 

一 2 ( lo g ( 1 -士) ++ 卜一 bgioge +〜+ 。(占 ) 


此处 


故 


cu = Ug ( log(l - 

no -⑷ 


(4) 
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= i ^( I +0 ( i ))(〜— ■)， 

此处用到#(七）= 1+0(^). 

定理证完. 

定理2及3较定理 4. 3及 4. 5为精密. 

习题1.设九表示第 n 个素数，则存在正常数 o ， c 2 ，使 

Cjnlogn <. p„ <. c z «logn. 

习题2.存在正常数 c ， 使 

< p ( n ) > c :~? (n ^ 3). 

T loglogn 

习题 3. 试证无穷级数 

V- 1 - 

, / Kloglog^V 

当 A >1 时收敛，当 fc < l 时发散.此处表示通过所有的素数. 

§10.«之素因子的个数 

命 n 为一正整数， o / n ) 表；!之不同素因子的个数， rKn ) 表《之全部素因子的个 
数•即若= />彳1…，则 

( aCn ) = i , fl ( n ) = a ， + … + a ,. (1) 

当^为素数时， 

< u ( n ) = CKn ) = 1» 

但当《通过2之乘方而趋于无穷时. 

n(n) * 鵠’叫 

当 n 通过素数之连乘积 ， n -= 和/ » 2 …，/>,，而趋于无穷时， 

a >( n ) = 5 co . 

故 a >(«) 与 O ( n ) 之值是很不规律的，吾人不能获得其渐近公式.伹吾人有下之定 
理： 

定理1 

y^cu(n) — jcloglog.r 4-Cix -f o(x) t (2) 

= jloglogx + c x x + o(x) , 


此处 c ,, c 2 是正常数. 


(3) 
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证：1)吾人有 

(”) = S Ei = s 「 fl= S f+0(,(x)). 

»<x p\n 0<j L ^ J ^£x P 

由定理 9. 2 及 6. 2 即得 （2) 式. 

2) 又 


由定理 6 . 2 , 

☆《心+ ^ +…十 I ； 


，: H 


，*◊ # 3 <i 




log2 


& ⑹ 


: o(x). 


故 


但级数 


(”）+ 2 -^ + 0 (工). 

_<i W«；X P 

§?^-?(7 + F + -)=?^ 


1) 


是收敛的，故得 


y ^/3( w ) = y ^ C »(> l ) +x(c + o(l)) +o(:c〉= xloglogx -h c t x + o ( x ), 

定理 2 ( Hardy-Ramanujan). 若以 / X ”） 表 a ;( n ) 或 /2(») ，则对任 一 e > 0,使 

I /(n) — loglogn I > (loglogn)^ (4) 

之不超过 ： r 的 n 的个数为 o (: r ). 

证 （ TurAn ) :因当 〆 < n <: r 时 

loglogx — 1 < loglogn ^ loglogx * 

而的 ri 的个数 

[x^] = o(x)» 

故只须证明使 

I /(n) — loglogx |> (loglogx)^ (5) 

之 n«x) 之个数为 o(x) 即足. 

又由于 fl(n) 又由 （2> 及 （3)， 

^(n(n)-cu(n)) = O(x), 

因此使 

{2(n) —af(rt) > (loglogjr) + 

之 n (<: r 〉 之个数为 
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°(( io g iog ^)^) = oW . 

故只须就 /( n ) - tu ( n ) 之情况证明之即足. 

考虎 n 之不同索因子对 p ， q ，、 p 夺 q ， p ， q 与 q ， p 算作不同的两 对）， p 可以取 
coin) 个值，对每一固定之 p ， g 可以取 o >( n ) — 1个值，故得 

o;(«)U(n)-l) - 2 1 ^ 

匁； 《 i - 声 

就 n = 1，2, … ，[: r ] 加之，得 

So , ! ( n )- E ^) = E ( Si - SD = S [^]- E [^]- ⑹ 




故由 （2) 及 （6) 得 


⑴， 


y^ai 2 (w> — j j- + ocxiogiogx). 




由于 2 士 = logloge+CKl) •故上式两端都等于 
7 <i P 

(loglogx-f 0(1))* = (loglogj)* H-O(loglogx). 

故由 （7) 得 

y]ai^(w) — x(loglogx)* -hO(xlog^ogx). (8) 

*<X 

由是 

3^1 (o>(n) — loglogx)* =* (w> — 21oglogx ^ai(») + [x](loglogj-) x 

— x(loglogx) 2 + 0( xloglogjr) — 21oglogx( xloglogx 

十 CKx)) + (i + 0(l))(loglog ： r) z = O(j-loglogx). (9) 
对任一 0, 若有 & r 个不超过 x 之正整数使 （5) 式成立，则有 

(<w(n) — loglogj)* ^ dr (loglogx) l+J *. (10) 
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此与 （9) 式相矛盾.故使 （5) 式成立之 n « or ) 的个数必为 o ( x ). 定理得证. 
由此定理 可知： 对几乎所有的 71， 常有 

to ( n) 〜 loglogn 及 / Kn ) 〜 loglogn . 

§ 11. 表素数之函数 


定理1 ( Miller ). 有一实数 a 存在，如命 

a = ao » Z'o = a, f ••• v 2 m - = av^i ， ••• ， 

则 

[«,] 

常为一素数. 

证：今用归纳法做一素数列取/=3,由定理 7.1 可知有一索数适合 
于 


</».,, < ^! + 1 < 2^ 1 , 

若 /»—, + 1 = 2〜 +1 ,则= 2". +, 一 1,此非素数（因其有因子2+乂 +|> — 1>,故 

2' < p ^ <〜，+ 1<2〜 +| _ 

以2为底作对数，并定义 

log ⑷ J ： = log <，r n ( logJ ：). 

作数列 

U , = log <-> p m , V m = log *"^/). 4 - 1). 

则由 

Pn < log/^l < 10g(A^，+ 1 )</>• + 1 ， 

可知 

Un < I < t /. + i < V n , 

即〜 成一递增贫数 , ％成一递降赏数，故有一实数存在使 

limu , = a * 

且 


即得 


m , < a < V .. 


/ >• < a _ < />，+ 1， 

故 

C<*»D = Pn- 

习题 1. 证明并无一个非常数的整系数多项式/(1)，能对任一整数 n ,/( n ) 常 

为素数. 
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习题2.命 P ( x , , x 2 ，… , x 4 ) 表一整系数多项式.命 
fin ) = P (” ,2- ,3 

若当„ — oo 时, /(„) — oo , 则 fin ) 代表无穷个复合数. 

§12. 等差级数中之素数问题 


由§ 5之习题已知形如4« — 1及6/1 — 1之素数之个数无穷.因之建议次之定 


理： 


若 16 互素，则形如 on + 6 之素数之个数无穷. 

此乃著名之 Dirichlct 定理是也，其证明见第九章.今将证明若干特例， 

可设 a > 0,6 > 0. 若能证明有一形如 an +6(« > 0) 之素数存在，则 Dirichlet 
定理即已证明.何则？若有 一 n 使 

an + b = p t (> 6) 

为素数，又有一 /!使 

apin-^-b = /> ? O p\ ) 

为素数，等等.则有无穷个形如 an +6之素数存在. 

定理1 命4 > 1.形如知+ 1之素数之个数 无穷. 

由前所述，如能证明有一如此之素数即足. 

方程式/ = 1之解答为 

e l ^ ,k , a = 0，1，…，卜 1. 

命 

F n (x) = XI (x-^ w "), 

<■.»)«= 1 

此乘积中求积变数 a 过《之缩系. 

显然 

I * 一 1 =*= JJf〆 ：)， 

n\h 

此乘积之《过纟之诸因子.盖等式左边之每根必在右边出现.反之，右边之每根又必 
在左边出现，且无重复.命 

X* 一 1 — F*(x)G*(x) « 

此 GU ) 乃诸多项式 / — l ( n 丨 k , n < k ) 之最小公倍式，且其第一系数为1.故 
G k U ) 乃 一 整系数之多项式.由定理 1. 13.2 可知 F t U ) 亦为整系数多项式. 

若: c 为非士 1之整数，则 

Fk(x)GkiJc) 7^ 0, 

即 F “ x ) 及 G „ U ) 为二异于零之整数. 


引 1.若 n 为 k 之真因子，则对非士 1之整数 : r , 有次之 结果： 


证：命 x • — 1 = _ y，A = nrf ，则 


1 (y+l) d 




= c/(mod y). 

故得所云. 

引 2 .若 x 为非士 1之整数，则 P\(:r> 及 G*(x) 之公共家因子必为是之因子. 
证：假定素数 P 整除 （F*(x)，G〆：!：)）. 由 

P I G*(x) = H F -(:> 

: A 

可知，必有一 n 使 

p I F m (x) (n I k，rt <i k ) ， 

故 

^ I x" — 1. 

再由/ » I FJx)， 可知 

• 1 一 1 


一 


由引 i 即得所求. 

定理 1 之证明 命•则 

F *( x ) G *( x ) = x 4 — 1 =— l(mod k). 

吾人可选择: y 使 

F t Cx ) 关士 1 ， 

因方程式 F*(x) =±1 仅有有限个根，故此种选择必为可能. 

F*(x) 中至少有一素因子 p， 由引二，此必非 G*(x) 之因子•换言之，对任一* 
之真因子 n， 

x* ^ l(mod p). (1) 

但 

x* = 1(mod /»). 

兹往证明4 I />一1.若不然，有 二整数 s 及 ^使 

— 1) = sk t(.p— 1). 
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即对 71 =(々，/> 一 1) 有 

X- = (x*)*(x^ , ) , ^ l(mod />). 

此与 （1) 相矛盾.即/>三 l ( mod ^), 即有一形如紜+ 1之素数存在.故定理得证. 
习题.有无穷个形如 8 n + 5之素数. 

提示：讨论 9 - 3 2 - 5* • 7 2 … 〆 +2 2 , 并证明凡 x 2 +y 之素因子 p 必； 
l(mod 4). 
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§ 1. 数论函数举例 

定义1 对任一正整数 n ，有一定数值之函数 /(».) 谓之数论函败. 

例如：贯数 A 可视为数论函数.具体例子如： n ! ， sinn ，</(«) = ^ 1 , n = x 2 + y 2 
之解数 K «) 等. 

定义 2 —数论闲数如具有次列性质，则谓之积性函 数：若 ( a ,6) = 1,则 

fiab) = /(a)/(6). (1) 

若不论有无 ( fl ，6) = 1之关系，常有上式，则该数论函数谓之完全积性函数. 

由此可知，若 /( n ) 为积性函数， 〆 ，…，九为不同的素数，则 
— f(.pV )•••/(〆 ，）， 

即若已知 /(«) 当 n 为素数乘方时之数值，则 /( n ) 巳完全决定.又若 /( n ) 是完全积 
性函数•则 

/(/>!» •••/»;，> = (/(pi ))*""(/(/> r ))〜 ， 

可知若已知 /( n ) 当《为素数时之数值，则 fin ) 已完全决定. 

显然，二积性函数之积仍为积性函数，二完全积性函数之积仍为完全积性函 
数. 

例 1. 函数 

△( n ) = 

是一完全积性函数. 

例 2. 函数 

E A ( n ) = 

是•完全积性函数. 

例 3. Mobius 函数 

fl * 若》» = 1， 

/ /(”） = j ( 一 1)\若 n 为/■个不同素数之积， 
lo , 若《为一素数之平方所整除. 


[ 1« 若 n = 1， 
10, 若 n # 1 
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极易算出 

= 1屮(2) =-].„(3) =-1,^(4) = 0,^(5) =-1,^(6) = !, 

A ⑺ =-1,^(8) = 0,^(9) = 0屮（10) = 1,^(1!) =_!，… 

此为一积性函数，但非完全积性函数 

数，但 啊奸 ”找賴心找衫 伙此碱 积性函 
例5.除数函数 


din ) — ^1 

也是一积性函数，但非完全积性函数更普遍"^, 

oxin ) = y ] d x 

也是一积性函数.显然 ao ( n ) ^ d(rt) 

例 6. von Mangoldt 函数 y\(n) : 

A(n) = f 10 */ 1 ' 若》乃索数 户之正 乘方， 

10- 不然. 

即厶⑴= 0.4(2) = log2,4(3) - log3,A(4) = log2,A(5) - I 0 g5, 

M6) = 0,/1<7) = lo « 7 ^ (8 > = log2,^(9) = Iog3,^ao) -0,-. 

此一函数是非积性的. 

例 7. 函数 

A,(n) = iw* 若”是一素数次乘方， 

若不然. 

SM,(1) = 0 , A ,( Z ) = 1./1.C3) = 1,^,(4) = |, Al (5) = 1，A,(6) = 0, 

山 （7) = l’A, ⑻= +， A , (9) = 1,A,(10) =0,-. 此—承数也非积性的. 
例8.命/>是一固定素数.若〆 || n ，定义 

V P ( n ) = p \ 

此函数也是完全积性 函数. 并不难证明 

V p (. n - hm ) < max(V,(n)，V；(m)). 

例9•命 Kn ) 表 


n = I * + y 

之觯数■以后 （ S 7) 将证明 + r ( „) 是―积性函数.但由于 r ⑶ = o,r(9) = 4, 可知 
其非完全积性函数. 



• 106 • 


数论导引 


§2.积性函数之性质 

定理丨一非恒等于0之积性函数 JXn ) 在 I 时之值为 1. 

证：设 /( fl ) 关0,由 

/( a ) = /( a )/( l ) 

可知 /( I ) = 1. 

定理2 若 g ( n )， h ( n ) 都是积性函数，则 

/(”) = 系 g(d)h (發卜 ( 1 > 

也是积性函数. 

证：后之等式，可由代换 d , =發 得之. 

假定 （ a ,6) = 1,则 

/(a6) = ^,g(d)h^y 
命 m = ( a ,</) ,v — ( U ) ，则 ut ; = d ， 故 
/ (a6) - 2 

=/(a)/(6). 

定理 3 若 f ( n ) 是一非恒等于零之积性函数，则 

^fjtCd)f(d) = XI (1 -/(/»)), (2) 

此处过 n 之不同的素因子. 

证：于上定理中取 dn ) 篇 fA ”) fOt )， h ( n ) = 1，可知 （2) 式之左边是积性的.其 
右边是积性的也一眼可知.所以仅须证明 n = 1及= 〆 时之情况.此二种情况极 
易直接算出. 

定理 4 若 /( n ) 是积性的，则 

/( C » i , n ))/([ m , n ]) = /( m )/( n )， 

此处 [ m , n ] 代表 m , n 之最小公倍数. 

证:命 

m — p\y ••• pi * , ^ 0. 

n = 种…於 • r . ^ 0, 


则 
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/( m ) = /(/)|i )*••/(/>!* ) » 

/<») = /( 抑）•"/(/»;，）• 
/((m,n)) = /(/^•…•••/(户” “ 

/ ((^ o ) = /(/^， r,> )•••/(/»”*，> >• 

由于 

/( 〆 )/( 〆 ）= 

故得定理. 

§ 3. Mobius 反转公式 


对任一 n >0, 常有 

^. txid ) = = A ( n ) 


若= 1， 
若 n # 1. 


此乃定理 2. 3之特例•于其中取 /( 心=1即明. 

定理2 命0 <，< 7 ，.设 h ( k ) 是一非恒等于零之完全积性函数. 
若对所有适合于7 1 之彳常有 

girj ) — 2 /(々)办(是）， 

则对如此之1；亦常有 

2 ^(.k)g(kri)hCk) t 
»<*<»!> 

且其逆亦真实. 

证：由 （1) 可知 

2 fx ( k ) g ( krj ) h ( k ) = 2 

命 == r ， 由定理 1 可知 

2 〆 *>«(*>?)*(*> = E 〆 *) I ； /( n ,) A (*) A ( f ) 


2 firtf^hCr) 2〆*> 

2 f(nf)hCr) 2 >( 是 > 

5] = /( 7 )/.( l ) = /( 7 ), 


此即 （2) 式. 
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(4) 


又设 （2) 式真实，则 

2 f(k V )hik) = /» (是） 2 /xOn)g(mk V )h(m) 

=^ ^ fAr/k')g(rrf)h(k)h(r/k') 

*lr 

= 2 g(nf)h(r) 2 #(" 是） 

*lr 

= 2 ^(ny)A(r)A(r) = g(r)) * 

此即 （1) 式. 

此定理之一推论 如次： 

定理3 命备>1.设 wa ) 是一非恒等于零之完全积性函数.若对所有的适 
合1之$常有 

GC $) = ^ F ^/ k ) H ( ky t (3) 

\<Kt 

则对此$也有 

F(^) = ^fjt(k)GC$/k)H(k) i 
】<*<! 

且其逆亦真. 

证：命 /(7> =只1/ 7 )及贫( 7 ) = G ( l / 7 ) •则由 （3) 及（4> 有 

gi v ) -G(l/ 7 ) = 2 F(-^r)H(/fe) = 2 f(rik)H(k), 

/(”）= F(l/ 7 ) = 2 # ⑴ = 2 fi(k)g(,rik)H(.k). 

而此乃 （1),(2) 之形式其中 Ti = 1 > 1/各 = %者. 

今举一例以明其用. 

定理4 当时，有 

^|<1. 

证:在 （3) 式中取 F ( e ) = H ( ife ) = 1,如此则 G (6) = [ e ] •由 （4) 式可知 
1 '☆(*)[+]• 

若1 <6<2,则 （5) 式显然成立•今设 e >2, 并取 I =[幻.则 

1*§^ _1 1 = ! s ^* ) ( f -[ f ])| 


(5) 


( 6 ) 




x — \. 
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故 j | | ^ 1 + (x—1) = j, 

即得定理. 

§ 4. Mobius 变换 

定理 3. 3之另一推论 如下： 

定理1命表一非恒等于0之完全积性函数，又叫是一正稂数.若对所有 
n < w 。 ，常有 

g (”）= gfOm(j )、 (1) 

则对此 ri 也有 

/(«) = ^>OOg(j)AG/h (2) 

反之亦然. 

证:若 $是~整数，则取 F(0 = /( e )， 不然，则取 F ($> = 0 , G (幻与容 ( 0 之关 
系亦然 .（1) 及 （2) 式可写为 

Gin) - g(n ) -多 fUOh[f 卜 Ef(f) h ^ = J]F(|-)A(^) 

及 

F ( n ) = /( n ) = - 

= ‘ 罢广 )G (f) ⑽. 

义由 GU ) 及 F (^) 之定义，此二等式亦可写为 

G ( e ) - 2 f (|-)/»(*>, 

F ( e > ^ 

此处$适合于反之，由此亦可引出 （1) 及 （2) 式，应用定理 3. 3( 其中在 
= n „) 即得定理. 

定义若 

g(n) = S /(rf) = S / (z)- 

则 gin ) 称为 /( n ) 之 Mobius 变换.而 fin ) 称为其 ( rO 之 Mobius 逆变换 • 

由定理1已知 



/(”）= S〆 仏 (音)= 2 户 (令)贫 ⑷. 

由定理 2. 2 可知积性函数之 Mobius 变换及 Mobius 逆变换也是积性函数. 
例 1. 由定理 3. 1 可知 △(«) 是 /<(«) 的 Mdbius 变换. 

例 2. 由定义 

灼 (”） = 2^ A * 

^ln 

a , in ) 乃积性函数 &(»*) = 2 M 6 bius 变换.因此内 （ n ) 是积性函数.由于 
W) = = pi _~f u 关 o)， 

可得出：若 n = IJpt •是 《 的标准分解式，则 


当 A = 0,则 


ffi ( n ) = 


n 


- 1 
pi-i 


din) = cr®(«) = JJ (/, + 1). 


此乃吾人所习知者. 

例 3. 函数 E 0 (.n) = 1是 A(n〉 之 Mbbius 变换. 

例4.依 cf = (n，a) 将正螫数1*2,…， a ，•••，》*分类. 若 d = (”，<!)，则可书” 
办 ，而1 = (*.f) •故 适合1 = (* ，含)之整数 a 之个数等于 ？( 含).即得 


即函数 E x Cn ) = n 乃9>(71)之 Mobius 变换.由此可以得出第二章§5之结果： 
( i )< p ( n ) 是积性的 ，（ ii ) 由 Mdbius 之反转公式 可得： 

定理2 

< pih ) = n 

例 5. 更广义些，命衿 （n) 为 E/n) 之 Mtibius 逆变换，故91 (n) = f(n ). 则啊（《〉 
是一积性函数.且当《=时，有 



证明留给读者. 

例6.以素数为模，把多项式 

x p " — x 

分解为不可化多项式之积.其因子之次数为 m , 且巳知771丨 T *. 反之，任一 m 次不可化 
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多项式一定是该式之因子•命氣表对模 p ， n 次不可化多项式之个数.则关于多项 
式之次数有次之等式 

即函数 ，乃” 久之 Mobius 变换.由反转公式可知 

= y ]// Cwi )/>". 

此又证明了定理 4.9.2. 

例 7 .今往求 A ( n ) 之 Mobius 变换.命”…为”之标准分解式，则 
^Aid) — 2…… 於） 

山轉 *j-0 V-0 

*1 1 ， 

*•-1 *,-« 

^ K 

= S log 九 + …+ 2 logp r 

* l mX V - 1 

— l \ I 0 g />1 + ••• + lr \0% p r 
— logn * 

即 logn 是 _ A ( n ) 之 Mdbius 变换. 

例8.因为 A ( n ) 是 logn 之 M 6 bius 逆变换，故 

Ain') == ^^t(d)]ogn/d — logn ^/x(d) — ^f/(d)logd 

d)m tfU 

= A ( n)logn — ^/ i (</) log < f . 

4 <n 

由于 A ( n ) logn 恒等于零，故 A ( n > 乃 一# ( n ) log ” 之 Mdbius 变换. 

总括此诸结果可有次表，其中 g ( n ) 代表 /( n > 之 M 6 bius 变换： 


/(”) 

〆 ”） 

a(n) 

f»<»> 

Ei(») 

— ^(n) logit 

A(«) 

£(”〉 

厶(”） 

Eo(«) 

£!(») 

办（”） 

A(”> 

logn 


习题〗.若 /?(«) 及幻 U ) 各为 / Xn ) 及之 Mobius 变换，试证明 

习题 2. 求出 g ( n ) 尽 1 ( n ) 之 Mobius 逆变换. 

习题 3. /(”） 之 Mdbius 变换之 Mobius 变换等于 

g /«，)0 

习题 4. 用证明例6之方法.证明 4. 10(1) 式. 
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§ 5.除数函数 


定理1 常有 

dirrm ) ^ d (. m ') d (. n '). 

证：若 />为一素数，则 

dip ' . p h ) = d ( p m+b ) = a + 6+1 < (a + l ) C 6- fl ) = dip a ) d { p 6 ). 
因为 din ) 是一积性函数，故得出定理. 

定理2 对任一 e >0, 常有 


diri ) = 0(”*). 

此 O 号所包含之常数依于 e . 

证:命 n = IX ，表之标准分解式.今有 


⑴ 


/>- > 2- = f- lQ,z > aelog2 > + l)elog2 ； 


且若 〆 >2, 则广 >a + l . 故 


din ) 

n * 




/ <2 >*>2 

；< - t |(a + l)clog2 ； .- a + 1 V<， lo « 2 


此即定理. 

定理 3 命 (/ 为一整数 >00 2, 则 

2 (dMy = ocedoge) 2 '-*), 

|<»<1 




( din )) 9 


O(Cloge) 2 ). 


( 2 ) 

(3) 


证：先证明第二式.于 9 上行归纳法，吾人已知= 0时，此式真实，并设其对 g 
• 1时也真实.则 

yi (</(»))* _ ^ j 


=S I ： 

Ka <« 1<|<. 

命 n = « v » 并用 d ( uv ) ^ d (“）</( v )， 可知 


(</( n)) T 1 


s . 


< E 


s 


idM) rl 
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= 0( (log 汔广 ). 

再证(2> 式 ：仍于 上行归纳法， 

2 ( d ( n)V - 2 idCn '))^ 2 1 
J<»<e «.« 

= E S ( 以 ”) 广 ， 

!<*<« 

< 2 w («) 产 S (以 v)， 1 

1<«« I <«<£/« 

<6 2 0((logf)^' ■) 

== owo g e > 2 ’，. 

此定理能更精密化，仅举一十分重要之特例来说明此点. 

定理4 若则 

^dCn) ^ elog6+(2y-l)e + 0(V ^)， 

K«<f 

此处 y 是 Euler 常数. 


证 ：已知 


2心”）= 2 2 1 

=S 1- 
]<»<; 


换言之， x ^ ( n > 乃等 瞍双曲 线在第一象限中与二坐标轴间之*点数. （整 点云 

1 <»<聲 

者，乃指其二坐标都是锒数之点）. 


从 ( VfM ) 引二垂直于坐标轴之直线，则该图形被分为三块，其中正方形之外 
之二块中之整点数相等，即 

yf ] 

E 1 = [沿+ 2 兌 H 1 

■-1 

- CVi ]*+2 S [ f ] 

=-6-J-OCVe)+2 2 ^-+0(^). 

因为 

§ 7 = Y ' ogf + r + o ^)* 


J^din) = 妇 og 存 +(2y — l)$ + 0(v?). 


故可知 
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习题1.证 明：当 时, 


2 = y log 2 ^ + 2ylog$+ c + 0(^7 log^). 


习题2.证 明： 对任一 e , 常有 

ain) = 0(n 1+, ). 

习题3.证 明：当 时， 


S<y(”） = ^jc*$* + O(^logf). 

(在证明中将用及_ + = ¥，此式将在习题 8. 7.丨中证明 .) 


§6.关于概率之二定理 


定义1 若有一正整数组，其中不大于 x 者之个数 N (; r ) 适合于 

，- N ( x ) 
lim - = a , 

r，》o X 

则此组之数之出现概串名之为 

例 如：奇 数出现槪率是平方数出现概串是零. 


在本节中将用及以下之结果 





其证明在习题 8. 7.1 中. 

定义2 —正整数如不能为素数之平方所整除，则谓之无平方因子数. 


定理1 不超过 x 之无平方因子数之个数以 Q ( x ) 表之，则 


Q(or) = *4 - 0(\/x). 


( 1 ) 


( 2 ) 


由此可知•无平方因子数之出现槪率为 

证：将不大于 x 之正整数依其最大平方因子分类，不大于: c 而有 V 为最大平 
方因子之正整数之个数为 
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令(⑼- 


由定理 3.3 可知 


y 2 f + Sod) 

K *<> K X ^ k^y 

^+yo(S ^)+000 


条 y 十 0(夕)， 


此即所欲证.（证明时用了 （5. 8. 8) 式 .） 
定理1亦可改述为： 

定理 2 若 x > l ， 则 


yi I 〆 ”） I = ^ x + oi ' jx ). 


定理3 适合于 




之整数对 x ，： y 之对数等于 


其中 （ U ) 二1之整数对之数目记之为少 U ). 今往证明 

少 （”） 6 

lim -= —. 

•- 00 1 讀 丄 ^ 


也可以说成互素整数对出现的槪率是 


今将证明一更精密的 定理： 

定理4 


0(«) — -f O(nlogn). 

m <« K 

<P(n) = y]m y] - — 

=l %f = I 办 m’+ ⑴) 

= lS ^>(^ o ( f )) 




= l " 2 S 孕+中 S ^)+ o ( n io g ») 

= ^ — h O ( n ) 4 - O ( nlogn ) 

= 每 ~ + O ( nlogn ). 

明所欲证. 

§7 •表整数为二平方之和 

先引进一数论函数 

[0 若 2| n ， 

X(n) = •< 

若2十”. 

易证此函数是积性的.此函数之 Mdbius 变换以 
S(n) = 

d\n 

表之，所以沢 n > 也是积性的•若命《 = XI〆 表 n 之标准分解式，则 

p \» 

d(n) - IX( 1 + rp)+X(/ ?2 ) + m + ^/> , )>. 

用函数 X(n) 可以将定理 3. 5. 1之结果重述如下： 

定理1 同余式 

X* 1 (mod n) 

之解数等于 

fOt 若4 I 

V ( n ) = i ^ 

1 fl (1 + Kp ))， 若 4 I n , 此处 p 经过 n 的所有不同的素因子. 

此定理不难由定理 3. 5. 1及定理 2. 8. 1推得之. 

本节之主要目的在证明： 

定理 2 命 r («) 表方程 

x 2 -f y = n 

之整数解 i ，： y 之组数，则 

r(.n) = 4杏 (”)• 

在证明此定理时，需儿条预备 定理： 

定理 3 常有恒等式 
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(工? )(:i +yl) = ( jtix 2 -\-yiyiy -f- — y \ x 2 ) 2 . 

此式极易直接乘出，不再证明. 

习题 1. 试证恒 等式： 

(«r? -f j ：| + -I- xj) (y? + 4- yH~ ) 

= ( 工 i*Vi 十工 ^-x A y € y -h (.X\yi — Jo z y y -fx 3 > 4 — ar« ： y 3 ) 2 

+ (xiy 3 —x 3 yi + x 4 y 2 一 ： r 2 i y 4 )* + (x t ^ 4 — x A y x -\~x t y % 一 Xa^)*. 

习娌 2 .试证恒 等式： 

(xf + x! + + 工！ + xi + xf + d) 

X ( y ? + yf + W ) 

= ( 工 I 力十工 2 力 +^sys - 1-^4^4 + J^ys +x«^* -hxiy 7 -hx,y $ y 

+ (xi y 2 — x 2 y x —x 3 yi +x«>» 3 一： r s y t ~ha：eys — x 7 y« + 

+ y a -\-x 2 yi — —x t y z +x 4< yr — x 8 y $ 一 x 7 _y s 

+ (x】y« —J2^s +Js 力 —J：4^i 一 Ay* ~ ^*yi + xiyt 4 - x 8< y 5 ) a 
+ (x, y s +x 2 3> 6 一 jc 3 y 7 +J：«> ~x 5 3»i 一 工《力 +x 7 y» 一 1*%〉* 

+ (x, y t — x 2 y» + 工 》y» +x«y7 +x s y: — x 6 3f, — x 7 >4 —戈 《%)* 

+ (xi 3 > r "f x 2 < y 8 +x 3 ^s 一 工《夕《 一為 : y! +x*y 4 — x T yi ~ 

+ — x z yi — x 3 yt —Xiyi + i Sj y « *f x 6 y 3 + jr 7< y 2 ~ Jayi ) 1 . 

定理 4 命 rj>l, 对应于 

l 2 s — 1 (mod n) ⑴ 

之一解，有一对且唯有一对整数 z,：y 使 

x*-f-y = s n»a , >*0, j y>0t(j：»>>) = l $ y = lx (mod n). (2) 

证：显然，若 (2) 式有-解，则 （1) 式有一解. 

(1) 式有解之必要且充分之条件为《可表成 

n = •••〆/， a = 0或 1， 

而 p.U - 1，2,…， d 则是5 l(mod4) 之索数.今利用归纳法来证明本定理. 

1) ” 〆之情况：若 A = 1,则由 / 2 + l*0(mod />), 可知当(工,/>) = 1时有 
jc */* + x* = 0 (mod />). 

今决定 y 及 z 使 

x 2 l 2 = y z (mod p ) % 

且 x 2 < p，y* < p. 于差数 j/—y 中，命 *T，y 分别取 0，1 ，…， [•/f]， 共 [>/?] + 1 个值， 
则得 (IVFJ -hv z >p 个差数，故其必有两个关于 p 为同余.设 
xi/ — >1 = x 2 /—(mod p ) t 


即 
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(工 I — x 2 )l ^ y \ ^ yt (mod />) t 

不妨假定一: c 2 > 0,则 

— x t I yi — _ y 2 I < -/p 

即为所欲求之 jc,：y . 对此有 

+ y = tpy 

易见 / = l »( x , y ) = 1. 

同余式 


y = mx (mod p) 

有解，由是 ：r*(l + m ? ) ^0(mod />) ，故必 m s 士/，若 m = /, 则（工，>0即为所求，若 
m 一 Z •则(: y，JC) 即为所求. 

今设 /> 关 2, 而定理对 〆 成立 . 设 ( 一 /) 2 =-1(mod 〆 +•)，故有使 
〆=« 2 + r/ ， “ 〉 0 ， v!>0 ，（ tt»x;) = 1» v = 一 Lu (mod 〆 ）• 

则当„ = / ^时， 

p k * x = ixu +yi/) z + (jrv — yuy=X 2 +Y 2 (X > 0,y > 0). 

< i )( X . y > = 1，盖若不然•则必 / > I ( x ， y )， 伹 

X = JM -h yv = xu — l l xu = xu{\ — l l ) ^0 (mod p) , 

此不可能. 

(ii) 因为 (X，/>) = 1 , 故同余式 

Xm = Y (mod /> 4+, ) 

有解.由是得 


即 


X 2 -\- X 2 m 2 =0 (mod 〆 +'), 


1 + m 2 = 0 (mod ^ 1 ). 
由定理 2. 9.3, 此同余式仅有二解，故 


m — ± I . 

依照 A = 1之情形进行讨论，即明所欲. 

2) 设； * = > 1,6> l ,( a ，6) = 1. 又设 

I 1 s — 1 (mod n) * 

m 2 -H v 2 = a，w〉0， t/>0 ，（u，w) = 1 ^ /u (mod a) » 

j*+y = b，x > 0，y > 0 t (j ： ty) = 1 ,^» = ir (mod 6). 

由定理 3 得 

n = ab = (.xv + _yu): + (xu — yv) 1 = X z -^Y 2 . 

(若 xu — yu 0,则命 xu— yv = V ，否则，命 :ca — =— Y ".) 

今证明： 
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<iKX，Y) 1.设 p>l,/> 丨 （ X,y )， 则 


x(u* + v*) = pisv + to> » 

+ v 2 ) = pCsu — tv ). 

因 U,：y) = 1, 故必/ » 丨 （《 2 +v*), 即 /> U. 同理， /> 丨6.此与 (a,6) = 1之假设不合. 
<ii)X = /Y(mod «〉•由假设 

xv -{• yu = Ixu — lyv s l(xu — yv ) (mod a) v 
xv yu =— lyv 4- Ixu s l(xu — yv ) (mod A). 

因为 (a，6) = 1，故 

Xs /Y (mod n). 

3) 唯一性.设有两组同时适合所设条件，则 

n 2 = ( xx ， + yy，) 2 + cxy ' - Yx f y . 

但 

XX^yy 7 s SO (mod n), 

故必 

XX'+YY' = n, XY ' - YX ' = 0. 

由 xy，一yx' = 0,有舍=# = “沪+7* =? (乂 2 +沪），故<：=士1•又由 x > 
o，；r >0,知 

C = 1. 

吾人之定理即已完全证明. 

定理2之证明 由定理1及定理4可知 

x* 4- = n » (x»_y) = 1 

之解数等于 


x 1 + y 2 — n 

之解数依 (：c，_y) = «/分组. (x,.y) — d 之解数之等于 
之解数之个数，即 4V(^-). 故得 
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r (” ） = 4 S V (^) ==： 4 S V (z) A(rf) » 

w * f * 

此处 KcO = 1或0视 d 为平方数与否而定.因为 V ( n ) 及 A ( n ) 都是积性的，故 f 
是积性的. 

因 8 in ) 也是积性的，故若能证明《 = 〆 时， 

4 

则定理已明. 

若2丨 m ， 

= V (/>")+ V (/^*) + … + V (/ > 2 )+ V ( l ) 

0 +…+0 + 1 = 1, 若户= 2， 

0 +…+ 0 + 1 = 1， 若夕芒3 (mod 4)， 

2 +…+2 + 1 = 

= ^•2-1-1 = m - fl , 若 />sl (mod 4). 

又若 2 tm , 则 

= v(/r) + … +v(p> 
ri » 若/ > = 2 ， 

= Jo , 若/ > e 3 (mod 4)， 

lm + 1， 若 p 三 1 (mod 4). 

另一方面 

w〉*= i + x(/>) + … + x(/>") 

1 + 0 + 0 + …+0=1， 若夕= 2， 

1 一 1 +…+ 1 = 1, 若/»三3 ( mod 4 ) »2 | m , 

1 一 1 +…一 1=0， 若 p 三3 (mod 4) ，2十 m ， 

1 + 1 +… + l=m + l ， 若户三 l(mod4). 

故得定理. 

定理 S 把一整数 〃分 为两个平方和之方法数之四分之一等于"之因子之 
= l(mod 4) 者之个数减去 n 之因子之= 3 (mod 4) 者之个数. 

定理6 对任一 e >0, 常有 

r ( n ) = 0( « 4 ). 

证 ：因为 r («) < 4 rfU ) ,故得定理（由定理 5. 2). 
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§8. 分部求和法及分部积分法 


定理 1( Abel) 命 <2 <6,/1是一变数，在^</1<6中变化,6及 €1> 是复数.命 


I 1 ^ n ? ax I s » I ( 2 I e„ — €^i i~H c* I ). 

n -ia 1 

证:命 = 0 ，则 

t i 

写 y-e. = 2 (s - ~ s ^-i )c » 

6 k -1 

*-l 

= 2 j 5 "^ c - 

I ^y»€» |< 2 I *. ! I e. — e*+i | + | s* 11 e* I 

< max J 5, I ( 2 I € " _Qi l + l u I )• 
定理 2 在上定理中，如 i 是正的递减的贯数，则结论可改为 


今举其一应用 如次： 
定理3 若 s>0, 则 


故当 s>0 时级数 


0 

|e.. 




证：已知 


X(a) +X(a + 1) +X(a + 2) + X(a + 3) = 0, 


故可证明 
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由定理2可知 


其右边与6无关，故得定理. 
附记 :在下 节中还将用到 
yy X(n) 


I + X(«) 




7t 

T * 


一 T 卞 I 一了卞 

此可用普通微积分 tan ' o : 之展开式得之. 

与定理1,2相仿，有次之 定理： 

定理4 命变数 T 在中变化.设/( X )及 g ( x ) 在此区间中连 
续，并设 g (： c ) 可微分.命 

/ i ( x ) = [ f (. t ) dt . 


I JV(x)g(x)dx I < m&x I /, Cx) I (|| I g'(x) I -f I girf) I ). 
又若 〆 (1)<0,其(1)>0，则 

I J:/(:) 度 (工法 卜 g($) max I /, (x) I. 


证 ：由分 部积分法可知 


故 


J f ( x ') g ( x)dz = J g ( x ) dfi (. x ) 

=girf)f x ii)) ~^f\(,x)g\x)dx , 

fix ) g ( x)dx j ^ max | f x ( x ) I ( I girj ) |+[ I g ix ) \ dx 、. 


证明之其他部分十分显然. 
例.设 a >0， 


r °° r 

cosx l dx = 

• < 




•*«， 

§9. 圆内整点问题 


定理 1 


2 r(n) = -kx -f- Oi'Jx'). 
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证： 由定理 7.2 可知 


将此和分为两部，由定理 8.3 


^ r ( n ) = 4 2 2>(心 

I<»<i l<><^ tfln 

= 4 E *< d > I ； 1 

K ]. 

[ 爹 ] 

= 4 x 2 

kT^/t d 

= 4 j 2 + 0( VI ) 

rf-i ^ 

= icx + 0(>/ x )» 

E , = 4 2 動 [ f ], 

S 2 = OCVx). 

另一证明如下，显然 ； S r ( w 是适合 

M W < JC 


其他一部为 

由定理 8.2 可知 

总之，得出本定理. 


之整数对 《， v 之对数.换言之，即为以 V ?为半径以原点为中心所作脚中之螫点的数 
目.此圆的面积为 a . 

在平面上，过整点作与 x 轴及: v 轴平行之直线，此诸直线将平面分为方格子. 
—圆内整点 （ w ， w ) 对应一方格，其四顶点为 （《， t /) ，（!< + 1 ， tO ，（ M ， iy + l )，（ M + l，v + 
1) .如此所得之诸方格必在圆 


之中，但又包有圆 
故 

即得定理. 


M* +V* _ (VT + ^V 

a 2 + v * =必一财 • 

^(^->/2) 2 < 2 r( ”） < 冗 (A + V 2) 1 , 
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由此证明还偶然地证明了 


1 — — + -i- — -1- + ■«» ^ 

3 T 5 7 4 * 

关于更一般的闭曲线内部的整点个数的问题，捷克数学家 M . V.Jarnlk 有次之 
定理： 


定理2命丨表示一有长的简单闭曲线的长度，而以 A 表示曲线所范围 区域的 
面积， N 为曲线内部所含整点的个数，则若/ > 1，必有 

\ A-N\<1. 


证 （ Steinhaus ): 先证明下面二个简单的 引理： 


引1•在边长为1的正方形中，任作一连续曲线 C \ C 的两个端 
点在正方形的周界 i ： ,若 C 与正方形的二对角线相交，则曲线 （：的 
长/必 不小于 1. 

证：若 C 的二端点在正方形的一对对边上，则显然 1. 

若 C 的端点在正方形的二相邻边上，如右图，易见 



dpi + p\q\ ^-qiC^ aa + a6 + 印 = t^? = 1. 
至于 c 的二个端点在同一边上的情形，可用同法证之. 


引2.在边长为1的正方形中，任作一不通过正方形中心的连续曲线 C , C 的两 
端点在正方形的周 界上. 曲线 C 将正方形分为二部分，命△为其中不包含正方形中 
心的一部分，则 △ 的面积必小于 C 的长度. 


证: 今分别考虑以下各种 情形： 



命表示曲线 C 的端点， P 为正方形之中心， A ,/ 各表示△的面积及曲线 C 
的长度•则在前二种情形中•易见从 C 上任何一点到直线#的距离必不能大于/,故 
△完全落在一个边长为1与/的矩形中，因此得到 A </. 在后三种情形中，由引1可 
知/ > 1,所以有 A < 〗 </. 故引理证毕. 

定理的 证明：以/表 示曲线所范围的区域，在平面上作网，以直线 
x = = ( m，n = 0, 士 1 •士 2，*“） 

为经纬， M 眼为边长为丨的正方形.以 Q , ，兑，…， 0* 表示所有这些小正方形之含有 
I 的一部分周界者，而以 c . 表示有长曲线之在 q , 中的部分•以 a 表示与/的共 
通部分，而定义 
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N ^ fi » 若 a 中有整点， 

' to , 若 a 中无整点. 

又以人表示 a 的面积乂表示 c . 的长度，于是若能证明 

I A , — Ni \<. l,f 

便得定理. 

首先我们考虑整个/都在某 一 Q 中的情形，因为1,故易见定理成立.因此 
我们可以不失普遍性地假定 J 并不整个地处在某一 Q 中，此时 C , 为若干段曲线之 
和，而这些曲线段又将 Q , 分为若干个部分 Dy . 

若整点不在任何 DP 中，亦即当整点在 C , 上时，有 N ,=0,0< A ,<1， 而 O 
1. 故得所欲证. 

若整点在某一 Df 中，以表示 D 广的面积，若不在/中，此时= 0, 
A , < 1一4"»若 D !" 在 J 中，则= 1,而1 一 < 1一 AP ， 而由引2即得 

l-A] >} </ r , 

于是得到定理. 

显然定理2也立刻可以导出定理 1. 

习睡 1.求出以照点为中心之椭圆中整点个数之渐近公式. 

习题2.证明球 

« 2 + V 2 + w* < T 

内整点数= yna-T 4-0( x ). 


习 M 3. 试推广上題到《度空间之球. 
习题4.求出 


之无穷大之阶. 
习题 5. 圆内 


><«<X 

tt* +v* <x 


之两坐标互素之整点数 =- j ： H -0(>/ Ilogj ). 

"K 


§10. Farey 贯及其应用 


Farey 贯乃百余年前之发现，但在近代数论中方显出其重要性. 

定义1 n 级 Farey 贯者，乃指 0 与 1 之间之诸既约分数,其分母< n 者.其次 
序依其大小排列，换言之，即依大小排列之形如 
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Y -»( a »6) = 1 1 0 ^ a ^ b ^ n 

b 

之诸分数. 

n 级 Farey 贯用不 表之 . 

例如:不为 

0^ 1 1 1 J_ 2 1 2 3 1 


7 





4 

T 


5 

"6 



S. 中共有 l+^9(m) 个数•此诸数将区间 0< i <1 分为份，显然 

m ■丨 ■ 1 

5^1乃由見添加个数 

— ^ . » <a,nH- 1) = 1 * 0 •< a ^ n 

n -r 1 

而得者. 

定理丨 命 e 表一无理数，0 < 6< I .取 ”级 Farey 贫，并设是二邻项， 
且适合于 

则⑴是《之递增函数，#是"之递减函数 ，且 

/ 

lim^i = e = lim^» 

(ii)6_ 及夂是”之递增函数，且随 n 趋向无穷. 

证：注意每一有理数皆必为某一级 Farey 贯中之一数.则由 Farey 贯之定义，定 
理立可得出. 

定理2 命 为氣 中相邻之二数.则 

6 + 6 '>n + l . 

若 t < f 则 

ba' — ab f = 1. 

证：因= 1，故有整数: r，：y， 使 

hx — ay = 1» n — b <i y ^n. (1) 

由此立得 

: y>0, (x,y) = l. f = f+^>f. 
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今只须证明 


因若能证明此式，则. 
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y 


h 


1'0> = 6 ’，&'一 06 ' = 1 ，且6 + 6 < > „矣.设此不真确，即 


由此立得 




但由 I /十^ 十爹如 令制. 


x a I 

m 

此不能两立，故得定理. 

定理3设含<|»<|^为三邻项，則 

__ a + a 

歹 — M r 6 r, 

证：由定理2,已知 

o^b — b*a = 1, 
a,b v 一 b.a" — 1 , 

相减，立得 

aib-\-b ，y i _ b H (a+a) = 0. 

此即证明定理. 

定义 2 若^ ■及 为二邻项，则 

a + Q 7 
b r 

名为此二项之中项. 

定理4中项在该二项之间，与|_及|；之距 典各为 


6(6 + 6 ') ’ VJbTV)' 

证:可设则 

< — a-\-a = bg / — gb ' _ \ 

b b \ b -\- b r ) ~ 7(6 + 6，）> 0 , 
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<i 4* a / — a _ ab — ab. 一 1 ^ - 

bTV~T ^ bibTY) = b(VTb) ^ * 

定理 5 命 6 为一实数，则在瓜中必有一数 | ■，使 

卜音卜忐， 0 <*<”. 

证 ：可设 0<f<i, 于(0,1>间置 5?. 及其诸中项，而将(0,1>分为若干分隔间. 
f 必在此诸分隔间之一内.此分隔间一期为 g . 中之一数 | •，他端为一中顼.故 

Ifc + i 1 ~1'| == «* + *') ^ fr(nll) < 忐 . 

故得定理.由此定理立刻芎以得出 

定理6 任与二实数必有有理数 | ■，使 

定理7 任与一实数吾人有有理数 | ■，使 

l f_ f !<?• <z> 

若？为无理数，则有无数个I■适合此式. 

证：显然只须考虑 f 为无理数之情形.设^为中适合 

之二邻项，则由定理5之证明，其中必有一适合 (2) 式.由定理1即得出我们的定理. 
定理8 任与一无理数 f, 必有无数个有理数 | •存在，使 

卜 爹1〈春 (3) 

证：不 失其普遍性.我们可以假定0<6<1,作 n 级 Farey 贯.命 | ■及 f 为二邻 
项，适合于 

f <e< v 

者.命 a = 676. 今分两种情况 论之： 

1) 假定 ■^(l+A) 或0><~|"(斤一 1)，则由定理2， 
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a_ 


广 m. 
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士 - *( 1+ 去) = -右 ( - ! -仏 +1 ) 

= 一^^卜 一 -|-( V 5 + 1) ) (w — 士(7^ — 1) )< 0, 

故 -_爹 < _( 1+ 去) = 真(各+▲)， 

故 d + i ) 与 (产一 ^^.条)中有一部分相重合，因而必有一包有 f ，即有 

卜爹1<古， 或卜 €|<赤 ！ <4 

2) 假定+(1+々）>«> — 1) .则 


6 + 6’ > y(V5 + l)6, 6 + 6' > -i-CVS + l)^. 

故对于隔间及皆可用 1) 之方法.因而得出 H 种可能性之 

一. 即除 (4) 之两种情形外，还可能有 

L a -\- a \ 一 1 
I b + b ’ t V5C6 + 6 , )** 

由于对一固定之 n , 必 有了组 a , 6适合于 (3), 由于$为无理数，由定理1,6及 6' 
随 n 趋向无穷.故得定理. 

习题.证明二邻项之分母不同. 


§ 11. BHHorpaAOB 关于函数的分数部分和的估值定理 

以 { W 表示 a 之分数部分，即 U } =«_[«]. 本节的目的在于研究形如 

S {/(:)> 

-4< x<B 

的和.其应用见下节. 

定理1 设 m >0,( a , m ) = 1 ,A >0 ,c 为实数.并假定当: r = 0,…， rw 时，常 
有 c < (/ fix ') < c + A . 命 
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则 


S ( 

*•0 I 


ax + </r(x)) 


| s -| m|<A + |. 

证： 显然有 

故当 m <2 A +1 时，本定理显然真实. 

今假定 m > 2/» + 1.命 r 为 tix + [>] 对模 m 的最小正剩余.显然有 

少 (r) = ^ r ( x ) — [ c ]. 

{c><0(r) < {c)+h. 

若 0 < r < m _ [*i + { c }]， 则 

0 ^ { c } <r + 少 ( r)<m — + — l + 

即 

o < r+.».(r) <1 , 

m 


此处 

故得 


( 1 ) 


(2) 


故 

即得 


- + 0( r ) 1 


r-f <I>(r) 
m 


J1 + if! < | r + ^(r) < 丄 + {c} -f/i 
m m 、丨 m I、 m m • 


(3) 


若 m — [fc + { c }] < r < 饥，命 r = wi — 5，则 a = 1 ，2 r …， [A + { c }] •故得 


|r-f ^(r) I — j| I ^(r) — 

当少 ( r ) 一 i > 0,则由 4>( r ) — s < A + { c } ， 1 < m ， 可知 

{c) — s < Ir-f ^(r) 1 _ 企 (r) —s < A + {c} — i , 
m、\mf m 、 m 

又若少 ( r ) — 0,则由 0 < m + { c } — rH -^( r ) < iw ， 可知 


r + {c} r + 少 (/•) _ r-l-^(r) < r+ /t + {c} 

m ^ \ m m ^ m 


总括 (4),(5) 二式，可知 


(4) 


(5) 
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m m \ m f m m 

综合 （3> 及 （6> 可知 

m- I 

{c} — (^4 - {c}) ^ S — h { c } t 

r-0 m 

因此得出 

故得定理. 

定理 2 设 m 为整数， A >2,1 <m<A+,(a,m) = .又设 



此处 fix ) 在妨<：1：<^| + 1« — 1 中定义，并有二级连续导数，且满足于 

/(M) = 告+ $， (a,m) = 1, | |<1, 


< 6 ) 


士 <1 /"( j ：) 1 < 

则 

证： 由广义中值公式可知 

/(M + >) = /(M)+>/ , (M)+^/(M + ^), 丨 〆 I<1. 

在定理1中取 

tpiy') = m(/(M) +^^ + +：y*/ / (M + 〆_>»))• 

由于 /Cr) 的连续性及 j fix ') 丨>女，可知其不变号.不妨假定 /(x )>0. 

则 

m(/(M> -3)< 分 Cy) < m(/(M) 十 $ +音 

即得 

mf (M) — 1 < j&(_y) < m/(M) + 1 + ~k. 

即在定理 1 中可取 （ = w/(M)-l,A ^=2 + jk . 

定理3 设灸> l,/(x ) 在区间内定义并有连续之二级导数， 




且 


f ( x ) |< a 


M-rm — I 

S = ^ { f (. x )} = -|-m + 0( 厶)， 


A = (袅 2 mlogA+ M)A- 士. 

证：取 r = A+，M = H .由定理 10. 6 可知有 a, ,m" 执存在，使 


/( M .) = £L + A _, 


0 < 7/i| ^ rtCaj t/n,) = 1, I ^ |< 1. 


由定理 2 可知 


1-1 // 

2 (/(^)} — ~2 m i ~h (k-h5) t I < K 1. 

取 H = M! +m,， 再由定理10.6可知有<2 2 ,饥 2 ,迅存在，使 


/( M 2 ) = 义 + i ， 


0 •< m 2 ^ rt(a 2 »m 2 ) = 1, | 久 I <C 1» 


M 2 +m t - 1 . 

2 {/(I)} = 了切2 + f (是 + 5)， I ^2 I ^ 1. 


继行此法，若 S 步后有 


0<!.M + ；?i — 1 — <； r» 


I S — + … + m ,) 一 -|-(M -}-m — 

^ -|-CA + 5) 十音 (M + m — M^-i) * 


即（由于 M ^ } = M-hmi + ••• + m,) 

|s-ym|< ^ s (k + 5) + j(r +1). (8) 

今往估计 s •假定 0< 9 < r ,(/>, 9 ) = 1 •若 /»，(？ 已固定，今往估计 m a , …， m, 中 
有多少个等于 9. 由于尸 U〉 的连续性及丨 /U) |> ^•，可知在所讨论之范围内 
/(x ) 不变号之适合于 
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总之，将诸 /( M ,) 写成 W 之形式，诸分数$中，其分母为 9 者的个数 

<(蓂 +1 )(宇 + » 

= t(t + ^) + (^ + 1 )( 1 + t) - 

将 g = 1，2,…， [ r ] 相加，可知 

,<^(21ogr + 2 + rL+I)+o(f) 

= o(^logAH-^). 
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代人 （8) 式可得定理. 

§ 12. BHHorpaAOB 定理对整点问题之应用 


在定理 9.1 中巳经证 明：岡 

+ v 2 < x 

中的整点数为 

R(.x) = icx H- 0( V^). 

本节之目的在于证明一更精密的 定理： 

定理 l(Sierpinski) 设： r>2, 则 

R(x) — irx -f 0(x^ logx). 

此结果并非关于此问 题的最 好纪录，运用较复杂的分析工具，著者在1942年 
证明 RU ) = ttx + OO :^). 但一般的推测为= icxH-OCx^). 此乃数论上的 
一个著名难题.在证明定理1之前箔要次之 引理： 

定理2 设 /(:r) 在区间 Q <：!：</?内具有二次连续导数，又设 

心 )== J :(+ -⑷)也 
则 

S /⑺= 

Q < x<R 

+ <;( Q )/( Q ) +^ aU ) f { x ) dx . 

证:设 x, 为整数， CaC^CA+l, 则由部分积分，我们有 

— J/ (x)ir = l/ u) 

=== ( +— {卢} j/(^) — ~ (a) j/Ca) — ^(/?)/ 7 (/9) (a) 

-f J ^( x )/( a :) tir . (1) 

命 a tj ，/? -► «T| + 1 •则得 

fU)dx =- y/u, 4-1) - y/(x x ) + £ l+ ， a(x)/<x)£ir. 

由是即得 


V(x)di -f )/0?) — ("I ■一 )/(Q) 一〆 R)/UO 
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若在 （1) 中，命《 = 0,卢-[0] + 1,则得 

V(^>^ = ^/([Q] + l>- (+ —{Q})/(Q)+ty(Q)/(0) 




(3) 


同理，有 


(4) 


(5) 


~^ R fU)dx = (+—{ R })/( K ) - j /([ R ]) - ( tO ?)/( R ) 

+J: ， ⑴ ’ ⑴厶 . 

将 (2),(3) 及 (4) 相加，即得所求之公式. 

定理1之证明 由圆之阁像，显然可以看出 

尺(: c) = 1 +4[V?] + 8 2 [</jc - k z ] - 4[^y^]. 

# <-s/l 

显然有 

2 lVx — u 2 '] — 2 y /^ — t ? — ( V ^ — U 1 } 

o<i,<yf o<«<yr o<«<yf 

=E,-S 2 - 

我们来估计 X；，. 取 /(«〉= 则由定理2,即得 

2, y^=Vdu + (} - [ JI ] )7 f - I ^ + 

= f 工 +f+(i ■— (-v/f} )Vf~ T l/r+on) - 


由上节定理 3, 我们有 


2z = Yyff^ 0( - x ^ logx) ' 


将此结果代人 (5>, 立得我们的定理. 

与圆内整点问題相仿有 Dirichlet 除数问题.前已证明 

2] </(”> =钭 og 6+ (2 y — l)e + 0(#”）. 

(定理 5. 4) .今往证 •. 

定理 3( BopoHoft ) 若 则 

= elog^-f (2 y - l)e + 0( rlog 2 e > 

关于此方面最好纪录是迟宗陶君用闵嗣鹤先生建议的方法而获得的•以 
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§ 13. a - 结果 

数论中不少著名问题皆在于估计某一表达式之精确度，即在于将误差项之无 
穷大之阶尽可能地降低.此类结果通常称之为 O 结果.上节定理1及定理3皆其例 
也.另一方面，吾人也常从事误差不能再好的估计.即其无穷大之阶不能好过如何 
情况之研究，此类结果称为结果. 

上节中曾提及定理 12. 1之 O 项一般推测最好的结果是 0( x 1^). 本节之目的 
在于证明.对任一正数 e > 0,不可能有以下之式子 
i?(x) = ic:c + 

但以下之结果较此略为广泛. 

本节中之皆表绝对常数.可表示之数值可能因地而异，即同一 
符号不一定就代表同一数值，但这绝不会因此而发生误解. 

定理 l ( Erd 6 s - Fuchs ) 设 c > 0 ,q ，… 表一整 数列，适合于 

0 < q < a 2 < 

以 /( n ) 表之解答数 . rCr ) = 表适合于 A +〜< : c 的 a , , a> 之 

数对的数 B . 如是则 

r(.x) = ex-f oCar^log'^x) ( 1 ) 

决不能成立. 

在证明本定理之前.先引进以下各 引理： 

定理 2( Erd 6 s - Fuchs ) 设〜 为实数， 

— 宣] a - e "* 

n—— «« 

0O 

一致收敛，且收敛，则 

I ^(0) Vdd = 2 

证：显然有 

I _ I 2 = 2 2 a ， a/ —. 

由一 JC 到 tc 逐项求积分即得所求. 

定理 3 设•当 I 0<1 时收敛，则对 0< a < jr，z = 
^(0< r < l ) 时，有次之不等式 
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士 J* •• 丨 I* 必 | <piz) \ z de. 


证：引进一个函数 

q(0) 

如是则 


1 ~ 1^1* 当 I 汐 l < a , 

当(*<| 沒 |< K . 


10, 


| <p(z) I 9 ⑷ I: I <p(z) VdO 

= S 6 九 〆 "T I 9(^> Ve ^-^ dd . 

当 m # n 时， 

"I q(0) \ l e tl ^ m)9 dd = 2^(1 一 +/cos (”一 m)6tf(9 

_4 (^ginCn-m^X 
I — m) 2 V a(n —wi) / 


o (« 


而 m = n 时 • 


故得出 


I qiO ) \ 2 

—9 


d6 ■ 






J: I |*必 > 譬 - I <p(z) Vdd. 

定理 4 设丨*|<1.命 

(1 —*) _r = f>〆 ， 

■»o 

则有常数 C . c 存在，使 

0<c<^ r <C<oo. 

n 

证 ：由二 项式定理立得 


7 n 


r(r+l).. 《 r+n — 1 〉 


由于 


j * \o%tdt = j 0 * ^Iog(v + /) 4 - log(v — t))dt 
= |^{log^+log(l-^)}<* 

= logv + 0(i) ， 
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2log(r + /-l) = 2C-I l08 ^ ，+0 (|f Cr + hiy) 


及 


+ 0 ( 1 ) 


十 +■ 

—loR^ dt 
= 卜一 ■^■ + «)log(r_ + + n)-(r-j + n)+0(l) 
==( r — Y ~^ n ) ^°8 n — n + 0( 1) 

log ”！ = yilog/ = (y + n Jlog/I — n 4 - 0(1). 


log/- ― (r — l)logn + 0(1)« 

故得定理. 

定理 5 若 b , 含 o ( rt 1/2 bg 、）， 则当0 0<1时， 


= 0((1 - r )" Tlog _, — 

证：由假定可知 

^b H r m < K 2 +€ l (r)log _1 2 ”+〆 ， 

此处当 r - 1 时 e , ( r ) — 0. 第一分和的项数 < (1 一 r ) 1/1 每一项皆< (1 — r )— 1 " , 
故此分和< (1 一 r )—〜. 由定理4,第二分和 

^ Cl (r)log ' 1 r-~— 

A 一 r «-i 

^ e(r)log _, — — (1 —r) _ +. 

X 一 r 

总之可得 

^ 6.r* ^ K(1 — r)~* + e(r)log 1 r~—(l 一 r)^T 
■•0 1 一 r 

= 0 ( log -1 - (1 — rV+ )• 

定理 6 假定 /( x ), 以 x ) 为 U ， b ) 间定义的实连续函数，则 
| J /( x )^( x)<ir | ^ (J 
证：设 A 为任一实数，因 

A Z J f 2 Cx)<Lr 4- 2 aJ f (. x ") g ( x)dx -f J g z (, x)di 
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= J CXf(x) + g(x)y<Lr ^ 0. 

故上式右边 A 之二次式之判别式 < 0,即得定理. 

定理1之证明 设^ ■ < r < l，z =沈*,1 一 r <«< •命 


尺 (《) = S 2- * ♦ 

4-1 

由此立得 

g 2 ( z ) = XI /( n ) z " 

m-0 

及 

(1 — z) _, ^*(z) = y r(n)z". 

«-o 

若 （1) 式成立，则 

(1 一 x) ~ l g 2 (z) = C 2 

=c*(l 一 z)~ z hiz) , (2) 


此处 

h(z) = ^UnZ 9 » Um = o(n+log +”)• 

今往导出矛盾. 

由 （2) 可知 

J | g(z) I z d0 = J |cz(l — *) 1 + (1 一 z)h(z) I dQ 

<c|' I 1-z I l ^ + |* I 1-* I I h(z) I dB, (3) 

由定理 2 及定理 4 可知 

J" I 1-z - J" J (1-*H 

< K S ^< K 1 °8 T ^7 - 

又由定理 6,5 可知 

J I 1 ~ « 11 h(.z) I dd ^ I 1 - * l 2 ^J" r^(*) VdO 

^ ^(2a(l H-r 2 ) — 4rsina)| i A(z) \ l dO 
^ j (2a(l — r)* +4r(<» - sina))e(r)(l — r) - ^log -1 j~ 7 ~ 
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^ c(r)a^ ( 1 — r)-+ log ^ —―， 

1 — r 

此处当 r — 1 时 e ( r ) —0 .故由 （3) 得 

I g ( z ) \ z d9 ^ K \ log — - f - e ( r ) a T (1 一 r )~^ log ~ ? ~. (4) 

J -• 1 一 r 1 — r 

另一方面，由定理 3 可知 

J ! K(z) \ l d0 > 4 [二 Igu> = 

金 fi g(r2y 

由 （2) 及定理 4 可知 

g 2 ( r ^) = fr 2 (l — r 2 ) -1 + (1 — r * M ( r *〉 

= cr*(l — r 2 ) * +(1 — r *)0(2]” + r *”） 

> K(l~r)- 1 -0((1 — r): - +) 

> K (1 一 r )， 1 . 

故得 

\\ I g(z) \ l d0> K,a(l ~ r )- i . (5) 

取 K z t~ in > 1 + K " 又命 a = r 2/ ，（ l - r ) l /2 log ^；， 则由 （4) 与 （5) 可得 
K 2 £ j/s < K , +1 

此乃一矛盾.故定理已证明. 

§ 14. Dirichlet 级数 

DirichUt 级数乃是形如 

F(5) - 

■ -1 n 

之级数，此 FCs ) 称为 /( n ) 的演成函数. 

本书并不讨论 Dirichlet 级数的基本性质，而仅讨论其若千形式上之变化而巳. 
甚且不说明级数之收敛范围. 

若 /(«) 是一积性阐数，则 

叩 )= ]J(i + z ^ 2 + 掌 +…). 

此处过所有的素数.又若 /( n ) 是一完全积性函数，则 
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f (J ) = n(i--t^) 




F(s)G(,) = E -^r 2 E ^ 


故 F ( S ) G ( S ) 乃 


=_胸⑴. 

^Mi) 


之演成函数.由此可以说明定理 4. 2. 

命 

?<1) = § 

此乃解析数论中著名的 Riemarm ^函数，有乘积式 

故 

=±^. « 

■>i n 

若 g ( n ) & /( n ) 之 Mobius 变换，则其演成函数 GU ) 及 F ( j ) 有次之关系 
G ( i ) = f ( i ) F ( s ). 

Mdbius 反转定理实对应于 

Fa) = _^ G(s) . 




»-i 71 p ' 


1 ♦黑音 m . 
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取 （1) 式之对数且微分之，则得 

一 <5> 

因为 

^(5) ― 2 C 6) 

■ n 

此二式重新建立了 logn 与 A ( n > 之 M 6 biu S 变换关系. 


log^Cj) =— 一古) 



^ y v 1 - v Al(rt) 

(7) 

又 

f ( s ) = 2 


由于 

^ A ( n)logn ( s ) \/ 



^ U ⑴ ^ 


及 

§含(荃湖 o (勸' 


由 

f ( s ) ds ^( i ) \ 5：( J ) ) 

(8) 


而得出 


则 


y!/i(</)log 2 J- ~ j-j-j-A(n)logn. 

又 §8 中之结果也可叙述 为：命 

71 

2 年 = 4L(5)C(J). (9) 

»-i n 

解析数论之研究乃从 F ( s ) 之解析性质人手，因而研究出数论函数 fin ) 之性 
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质. 

习题1.讨论（1)_(9)成立之范围. 
习题2.建 立： 


^(5) _ 

^(2s) 

V' din 1 ) 

A ’ 

(i> l). 

^l£) 一 

025 〉 一 

^ (tf(n)) 1 

A «• ， 

(s > 1). 

K(s-l) 

仏） 

= y 
^ «* 

(5> 2). 


^(s)f(j —a) = 2 > s > max(l，a + 1). 

_，i n 

( T ( s ) t(s — a ) t(s — 6)(($ — a — 6) _ a a (. n ) a k ( n ) 

^C2s-a-b) = ^ ? , 

s >• max(l，a + l，6+l，a + 6 + l). 

§ 15. Lambert 级数 

定义 

F(x) = ^/(w) f , (1) 

称为 Lambert 级数， FU) 称为 /(n) 之演成函数. 

把 （1) 展开成幂级数.则 

F(x) = 2/(”) 1 >細 

■-1 

此处 

wu 

故若 Wn) 是 /( 幻之 MtJbius 变换，则以 girt) 为系数之幕级数可以变为 /(n) 
的 Lambert 演成闲数. 

今取 gM = A(”）， 则有 

- =| f ^- ⑴ 

2^ = (1^' 


又取 gin ) = n , 则由 
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可知 


同法 


< p ( n ) x m _ x 
^ 1-x" ~ (1 -j:) 2 * 

J 脑， = 点 + 占 + 占 + .' 
§ r(n)I * = 4 (点 -r=^ + 占 _ …). 


(2) 

(3) 

(4) 
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§ 1. 剩余系之表75法 


设 m 是一正整数， 由前已 知依模 m 可将整数分为 m 个刺 余类： 

Ao • A 】 ， … ， Aa^-l 

(其中 A , 包括所有的= s(mod m ) 之整数）.此诸剩余类之间可以定义加法, 
即 


A, 4* A t = A„ 


5 + / 

S + f - 


若 S + i <， 
若 s + t >， 


此乃所谓“群”之性质.在群论中有所谓表示论 （representation theory ) 者，乃将一 
较抽象之对象表成具体的事物，此种方法极为有用（如量子力学）.在本节中将讨论 
剩余类之加法群之表示法. 

对应于较抽象之概念类 A .， 吾人有一复数6 .，使 其间保持有相似之关系；即如 
A.+A, = A w , (1) 


则 


e.6v = (2) 

在吾人眼前即有一表 示法： 

6. = 严 ' 

此表示法之优点在于 ：（ i ) 同一类之数对应于一败，即若 u = T ；+ ib «, 则 
一 t — e — c» i 

( ii ) 若 m + w 三 u;(mod m ) ，则 

U . = 

经此种方法表示后，类之加法之抽象概念一变而为具体的复数之乘法矣.因此 
可以体会出同余式方面之结果奋可能从三角和之结果得出.此即三角和之研究在 
数论屮占重要地位之由来. 

命 a 为任 一整数 ，则 

広= e lKiBU,m 

也有 （ i ) 及 （ ii ) 之性质.所以共有 m 个不同之表示法. 

今往证明舍此而外并无其 他：若 7. 是任一复数有以上之性质者，则由_ = 
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O(mod m ) ，可知 


但 


7： = %- 


i = 7 .- 

故若 ， 关0,则 ， =1.由是 7 .为 1之； n 次根.如命 

7 i = 

则 

% = 妒 = 

若& == 0, 则％ = 0,即恒等于零之表示法•不在讨论之列. 
定理1 依 m 整除 n 与否，可知 

丄2$ = 1或0, 
m 


即 

丄私 1 一 _ = 1 或 0. 

m 7 ^o 

证:若 m | n， 则定理显然.若 m+n， 则 

由此定理可知，同余式 

/(xi » ••• *x, ) = N( mod m ), 0 ^ x. ^ * 

之解答数可以表成 

丄 2 … 2 y^ g 2 _ (/t v_v- w/ _. 

m !】-0 :■- 0 猶 -0 

经此法表达后，同余式之问题获得了解析形式. 


对整数系统则有次之 结果： 

定理2 依 n 为0与否，可知 

\\^dx = 1 或 0. 

由此可以推出，方程 

/(xi »••• »x„) = N, a ^ x v ^ b v 

之整数解答之组数等于 

2 - 2 [ e 2 Mftx ^'^- NU da . 

例 1. Fermat 问题在证 明：当 4 >3时， 

r ( E ^) 2 ( S ^**)^ "=0- 

J0 T-l Jt-1 
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例 2. rojib^Oax 问题在证明 

「（ 〜《 >0. 

j0 KZN 

此二例子实质上并未给与我们对此二问题之解答以任何帮助. 
习题 1.设 (n，m) = 1， 

«»— I «•— 1 

E i #:> 卜 x。，I tfiy) |* = y 0 , 

则 

I S |< yXcVcm. 

§ 2 .特征函数 


吾人已知一缩系对乘法也自封.即命 

A - t ， A ” ，…， A -— 

表模 m 之剩余类之适合于 

— 1 

者.则 

W 

亦为其中之一员.今问其是否亦有表示法？ 

定义对模 m 之一特征; f(n) 是一仅当 (n,m) = 1时方有定义的函数， JiXU) 
适合于： 

1) X(1) 7^0, 

2) 若 a 安 i(mod m) ， 则 X ( a ) — X ( b ) ; 


3)Z(a/>) = Xia)X(b). 

有时为方便计，也加上.•若 (n，m) > 1•则 


Z(n) = 0. 

例 .Z(n> = 1M 然是一特征，此名为主特征，以X。表之. 
由定义可推得 XC1) = 1. 

二特征之积显然为一特征， i(/i) 也是一特征. 

先以 m =夕为一素数时为例.•取 g 为犋 P 之一原根.则函数 
XAn) = 广 — 广 ” 

即为一种表示法.盖其具有次之 性质： 
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1)1(1) = 1 9^0; 


故 


2) 若 w 三 n’（mocl /») ，贝 IJ 

indn = ind«’（tnod /> — 1 ) ， 

Xu(.rt) = Xa (”’）； 


3 ) Xa (. nn ， ) = ^■ iod< ~ ,/t ^ ,> 



= X B ( n ) X .( n ， ). 

更具体些，当 /> 为奇素数时，取 《 = f(p—l)， 则 

X^u(n) - = ( 爹 ). 

是以二次剩余之 Legendre 符号即为特征之一.由上可知关于模/>共有— 1个特 
征.不难证明也仅有1个不同的特征. 

将此论据推^到一般之 情况： 
l)m = p l ，/» 是奇素数. 

由定理 3. 9. 1,对模〆有原根存在，因之若 p + n， 也可以定义 indn， 即 
n = ^ ,nd " (mod〆）. 

如此可以获得〆个 特征： 

Xa(n) = e UM ^ p，) , 1 < a < 9(f). 


显然有 XAD - 1. 又有一特征 

X ,( n ) = 

具次之性质: 若”吴 1( mod 〆 ），则 


Xi ( n ) ^ 1. 

2) m = 2 l . 

2.1) /= 1，仅有一主 特征. 

2.2) 2,舍主特征外，还有一特征 

X ( l ) = 1, X (3)= — 1. 

! 2.3) />2.由定理 3. 9.3, 当 n 为一奇素数时•吾人有一整数6使 
n = C - l ) T <, r - ,, 5* (mod 20， 6彡 0. 

吾人定义 

Xa . c (. n ) = (-1)+ < 『".， 2 一 / *卜’. 

这里 a 有二不同值 ， mod 2， r 有2~ 2 个不同值 mod 2〃，故也给出了 ^>(20 = V 1 个 
特征.而 
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有次之性 质:若 

Xi.i (n) — 1 * 

则 n 三 1(mod 2 4 )或” =— S 2 ' ' (mod 20•当； i =— 5 2 ' * (mod 20时， 


即若 n 关 l(mod 20，则可取一使 


3>—般情 况:命 

是 m 的标准分解式. 

对模/»卜之一特征命为 


Un) 轉 1. 


奸… 〆 *•， U > 0, 


广（”） ， 


xm = n 广 ’(”） CD 

为模 m 之一特征.由此可得 < p ( m ) 个以;为模之特征. 

反之，若特征 XCn ) 之模为 

k = ki^-k v9 

此处总两两互素.则存在以 Mi = 1,…， V )为模之特征 Kn ) 使 
X (. n ) — Xi (”）… 1(”). 

欲明此理，只箱证明 u = 2之情形即可. 

由孙子定理，对任一《,吾人可定出 A 及《:使 

= n(mod ki ) « nj s 1( mod k 2 ) • 
n 2 = 1(mod ifej) * nj = n(mod kt ) t 

定义 

Xi (») == XCili) * XtCn) =» X(n«)t 

不难证明 XAn ) 是 一以怂 为模之特征， X 2 («) 是一以 I 为模之特征.由〜，化之定 
义，可知 

n x n 2 s n(mod i&i ) « ni n 2 三 fi(mod 是 2 〉， 

故 

r * in 2 s nCtnod k ). 

由是即得 

X ( n ') = X ( niii ]) — Z (» i ) Z (« 2 ) — Xi ( n ) Xt ( n ). 

定理 1 所造 出的 〆 m ) 个特征各不 相同. 
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Jjx (v> (n)= 11^^). 

由于 X (1 °(^i)/；(i V> (n) 也是对模沁之一特征，故仅需证 明：若 

n ^ o .) 

»*• 1 

是主特征，则 x '^' m 乃对棂 A 之主特征. 


n = l(mod />(,•)» 1 ^ v ^ j — 1, 

n = a ( mod p l f )« 

则得出对所有的 a (户，十 a) 常有 

X <J) (a) — 1, 

即 X U) 是一主特征， mod 沁.故得出定理. 

定理2 若 n _ l(mod m ) ，则在此 < p { m ) 个特征中可以选得一 X(») 使 
X ( n ) ^ 1. 

证：由假定必有一素数 A 使” _ Kmod p l j>). 由前已知有一 
X (V> (n) ^ 1. 

若 P 关 v, 取 X <#1> (/i) 为主特征，则 


X(n) = JJX v， (n) 


即合所需. 
定理3 


(”） 


| < pitn ) t 若 X — Xo * 
I 0 ,若 X 竽 Xo , 


此和号过一完全剩余系， mod m. 

证：当 Z = X。时此定理显然正确. 

当X垆X。时，必有一整数 a 使 U，m) = 1且 X(a) 关1.由 
X( q ) yi%(n) = y^XCon) = ^] x ( n ) ， 


(Z(a)-l)SxCn) = 0, 


故得定理. 

定理 4 命 c 表所有的特征之总数，则 

▽ jc ， 若 n = 1(mod m) T 

Y X(n> = l0, 若 n 吴 l(modm )， 
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此和号过所有的特征. 

证 ：因为 n ^ m) = 1(mod m ) ，故 


= 1. 


故特征之数有限.可以 c •表之. 

若三 l(modm), 定理显然正确，不必证明.若 n 关 l(mod m)， 由定理2有一 
特征 X(a) 使 

X(n) 9^ 1. 

由 


故 


XM ^ XCn ) - X X(n) ^ (w) = 2>(»)， 


即得定理. 


( X ( n )- l )2 x < n ) = 0. 


定理 S 特征总数等于 ^(m). 

换言之，上述之方法巳将換 m 之所有特征尽数列出，一个不少. 
证： 由定理3及4可知 


■ •X 



S 2>(”）=。 

" x 

^X(n) = <pim). 


定义 （1〉 式称为一特征之标准式. 
更肯定些，吾人命 


XiCn .2 1 ) = (-!)<-»«, X :(» i ，2 l ) = <6之意义见定理 3. 9. 3) ， 


X ( n , p l ) = 


命 m = 2- JX ^ 为历 之标准分解式，则任一特征 X (7 i )， m 0 d 7 n ， 有次之分 解式: 

p , 

f JJ ( X ( w */> i fc )) r * • 若 a = 0， l ， 


X (. n ) = JT ( 以” ，於 ））、• 若 《 = 2, 


{(.Xi Cn^^yo (X2(n f 2 { )y» JX >) 〜，若 a > 3, 

K 

(Co = 0,1, 0 < c；< 2 l ~ 2 , 0<c. < 9 CpiO). 

习题 1 .若 X 关心，则对任意的正整数 u 和 v ( v >“）， 有 


办(”)|<亨. 


习题2.若 （/,m) = 1,则 
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O X(n) _ * 当 n = /(mod m) * 

KO _ l 0 ， 当 n^Umodm). 

§ 3. 特征之分类 


定义 X(«) 名为非原 （improper) 特征， mod m， 如有 m 之因子 M,M 尹 m， 具 
有次之性 质：当 

n = n (mod M) , (n»m) — 1 * (”’，m) = l 

时， 

XCrt) = 

无此性质之特征谓之原 （primitive) 特征. 

例1.凡主特征一定是非原特征，因为 M = 1即适合定义之要求. 

例2.若 m = p 为素数，则凡非主特征皆为原特征. 

例3.若 m = 为奇素数之乘方，则特征 

X.Cn) = 

为非原特征之必要且充分之条件为丨 i 故一非原特征， mod 〆，引出一特征， 
mod pH • 

例4.若 m = 2*. 

/= 1时仅有主特征 . / = 2时，非主特征 

X(l) = l， X(3) =-1 

是原特征. 

当时•若 

X.An) = (- 1 产 》»•〜“ 1 

是非原特征，则 

X..r(») = XsAn + 2*- 1 ) 

(且反之亦真）.即 

(一 宁•，*«* / *卜* =* (一 1 2 卜 1 、2耐 /:卜 1 

=(-， 

即 

c(b — b , ) s 0 (mod 2 卜 2 )» 

此处 6' 之定义是 

71 +2卜 1 三 （一1) 宁 5*. (mod 20. 
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由于 

n + 2 卜 '= w + «2㈠ （mod 20 

swd-HZ^Kmod 20 
= n5 l< * (mod 20 . 

故 

6' =6 +2 ㈠ （mod 2 e *). 

即 X..<(n) 是原特征之必要且充分条件为 2 七 c. 

具体例子:/ = 3时 

X .. An ) = (-1> 宁 •"*, 

其中 n = 1,3,5,7时6 = 0，1，1，0、= 1时， 

X..,(l) = 1, Z..iC3) =一（一 IV, 

X-.a(5) =— 1, Z..i(7) = (-1)* 

是原特征.可以简写为 K ”） =(吾)及= (¥). 而 c = 0,a = 1时， 

Xi.o(l) = 1, Xi.o(3) =-1， 

X».,»(5) = 1, Xi.o(7) =- 1 

是一非原特征，即 Xi . dn ) = {—). 

在§2之表示法中，有 

X(«) = JJX v> (n). 

若 X <V> (n) 中有一为非原特征，则 Xin ) 亦为非原特征.反之，若 ZU) 是非原特征，则 
诸 Z~(n) 中至少有一个是非原特征. 

再研究在何种情况时有实值的原特征 ：如一 特征是实特征，则其每一因子特征 
也是实的.当 P 是奇素数时， 

( X ( n •必 

中之 c v 必须为 

之倍数.若该特征又是原特征，则由例3，/必须等于 1. 

设 

= 严 * 。奶 " 


为一实特征，则必 


2卜 3 丨 
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若该特征又是原特征，则由例4,必须•故 Z >3 时不能有实的原特征 J 二1时， 
亦不能有原特征，因若 m = 2 m ， ,2七 m '， 则由 

n s VCmod (7 i * m ) = 1* ( n % m ) — 1 

得出 

n = n’（mod m ) ， 

即得 X ( n ) - : f («') ，故 X ( n ) 非原特征.切实言之，能有实的原特征的情况是 
m — 2*p\pr..p 。 

此诸 p 乃不同之奇索数= 0,2,3. 又既为原特征，就必须即 

(%(”,/>))如尸 ,1 =於一=(爹). 

故若 a = 0,其实原特征即为 Jacobi 符号 

(5) ，^ 

若0 = 2.则实原特征就是 

(_1) 宁($)， (n<m) = 1 - 
若 0 = 3,则有两种实原特征： 

卜 1 )… ”(5). (n,ffl) = U 

及 

（”，一 

§4.特征和 

命 

S ( a 9 X ) = 

»-! 

定理1 若 ( m ,， m 2 > » 1•并把 X 分解为 

X ( n ) = Xi ( n ) Xs ( fi ) > 

此处 K »») 是 mod mi ，心 （ n ) 是 mod m 2 之特征.则 

S ( a , X ) = Xx (. m t ') Xz ( m i ) SCa ^ X \ ) S ( a » Xz ). 

证：命 《 = «2 + 叫叫 . 则当 ，” 2 各过 mod mi «mod m 2 之完全剩余系时 ， n 

也过 mod m x m 2 之完全剩余系.故 
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-I "2 

S ( a , X ) = Zi ( m *) X t ( m .)2 S ^ (n « )厶 （》: 

=Xi Cm ： )Xz ( m t ) S ( a*Xi ) S ( a « Xt ). 

故对模 m 特征和之研究一变而为对以素数乘方为楔之特征和之研究. 

定理2 命 m = 〆 .若丨 a 及 X 是原特征，或若/及; C 是非原特征（但若 
/= 1,则 X = 之情况应除外），则 


S(a,X) = 0. 

证:换变数，命 

n = x(l 4- P l ~ x y ) » 

则当1 < a : < p <_l *p ^ x R. 时， n 过 mod p l 之缩系 ； 反之亦真.故得 

SU ， X) = 2^ (1 + P^y^e 2 ^^. 

f >r* 

若 X ( lt ) 非原特征，则 Zd + pHy ) 篇 1, 故得 

，若 p \ a* 

S(a,X) = \ / _l 

，若 /> u . 

若: t ( n > 是原特征，则必有一 u 使 Z ( l +/^ u ) 关1;而/»丨 fl , 则由于 

+ = 2 X (14- 

J >-» 3>繼1 

=i ； Z(l + /> ,, y). 

J-l 

即得 

J]X(1 *f p l x y) = 0, 

>-> 

也即 S(a,X) = 0. 

此结果可以推广成为更普遍的形式： 

定理3 若 ( m , a ) = l,m = pV — p\r ,3 C = X 丨 … L , 其中 X . mod 〆 ，只要 L 中有 
一个非原特征（但 A = l . X , = Xo 除外〉 或 （ m , a ) > 1，而 X ( n ) 是原特征，则 S («， Z ) 
= 0. 

命 

r ( X ) = S(l,X). 

若= 1，则 
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定理4 命 


Z(a)S(a,X) = " = SCUX). 


C,(n) = 2 


此处 a 过模？之-•缩系，则 

1) C,(n) 对 9 是积性函数，即若 ( 91 ，仍）=1，则 

C tl (n)C fl (n) = C, l9j ( n ) t 

2 ) 

\ P 1 ~ P ^\ 若 P l I n , 

(” > = j 一〆 \ 若 p l \ n % p l ^ x I n, 

1 0， 若 y tn, 

3) C,(l) = fiiq ). 

证 ：1) 之证明可由代换 a == lA+gw,， 并用前已熟知之方法得之. 
由 

C/(n) =念产，，’ _ ^>一广 

可得 2) 之证明. 

3) 乃 1) 及 2) 之推理. 

定理 5 若 XU) 是原特征，则 

I r ( X ) I 2 — m . 

证：今先讨论 m = p 1 之情况.易见 
I r ( X ) I * = r ( XMX ) 


n-l V-1 

= ,>-v . 

9 -1 »-1 
〆* 

若十 ㈠ 一 1〉，则由定理4,上式右边内和等于0•故只需讨论 pH I ( q _ i > 之情 
况，即 <7 = 1 + p , x u . 0 ^ u ^ p — I 之情况，此时易见 

I rU) I* = P 1 -- + 〆■“>〆 ， 

=〆 _ pH ^Xd+^'U), 

■ »1 
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但因为 Xin ) 是原特征，故必有一 v 存在，使: K(1+；» h v) 故; ^ (1+ 〆、）祥 

0，1 •由 

i(i + ， 1 t/)2;(i +， l “〉 5=5 i^ (1 +， l ( M + v )) = Sio+^u), 

«™l ■» I B_l 

即得 

2 jx ( i +/» l ' 1 «) = o . 

故定理对于 m = 〆之情况已经证明.对于一般的情况，由定理 1 立可得出. 

一般言之， 


t (. X ) = € Vm , I e I * 1. 

但如何定出 e 实非易亊. 

下节中将就 Z 是实原特征之情况定出 e. 

关于实原特征，吾人所知可 略多： 


定理6 若 X 是实原特征，则对奇数 m 有 
|± Vm , 若 
1 士 :• y / m , 若 
证： 如定理5之证 明：若 m = p, 则 


r(30 


m = 1( mod 4 ) « 
m = 3(mod 4). 


已知 


， 广 I 

MX )) 1 = X (.- l ) p . 

«-l a»l 


故得定理. 


XC -1) = (^)= (一 1〉宁， 


§ 5. Gauss 和 

三角和 

■—1 

乃著名之 Gauss 和.上式之和号中 i 过任一完全剩余系， mod m, 皆可. 
定理1 若= 1，则 

S(n*mm / ) = 5(^» # »m)S(«m % rn ). 

证：命 z = my + m'z ，则 

S(«, 酬 '）= 

x-l 
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故得定理. 

故 Gauss 和之计算只要对》 
定理2 命 


S - 


= P 1 是索数乘方之情况计算之即可. 

当/»为奇索数， 

12,当 p = 2. 


则当/ >2在时 
证：命 


SCn.pO = pSCn ， p 卜 3 、 • 
x — y p*~*z ， 


则由于 2(/_ 幻 >/, 

S ( n , p l ) = 2 

y m i *■】 

= p 6 ^ e^ im/pl 
>-i 
Pb 
广 1 

= 〆 

*■1 

当户 >2 时，此即所求.当/ » = 2 时，由于 

i-l A-1 

故亦得所笫. 

由此定理可知 Gauss 和之计算重点落在计算 

S(n»2) » S(n«4)t S(n*8) 


及 


定理3 若2十 n， 则 


证：显然有 


S(n，/>), />是奇素数. 

S(n，2) = 0， 

S(n，4) = 2(l + i"), 
S(n»8) — 4e*". 
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S(n»2) = 1 -f e T " = 1 一 1 = 0 ， 

S(n,4) = l+A + e^+e 2 ^ 

=1 -f r +1 + i- = 2(i + i -)， 

S(n.8) = 2(l + ^" + e^"+^ 8 ') 

= 4^". 

定理 4 若 p 是奇素数，则 

SU ， P) = jr(^). 

此处 

z 叫爹) _ 

证 ：由于 

x 2 = u (mod p) 

之解数等于 



如能证明 


汧 {+(1 + i”(l - *)S(1,/))}>-#, 
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则定理已明，此处況 r 表: r 之实数部分. 

易见 

^-1 T <#_n 

s ( i , p)-i = = 2 (严’/，+?命，》*々） 

r-l x*»l 

= 2 2 t lnxl,p . (1) 

X— I 

命 /( I ) 为任一函数，则 

此式显然真实，因为左边第一项乃右边 X 等于偶数的各项之和，而第二项乃右边 X 
等于奇数的各项之和. 

取 f (. x ) = 并注意 /(*! 一 ： r )= 则由 （1) 可知 

j(l + iM(S(l ， /» 〉一 l) = = W + Z, (2) 

^ _*=息 

#=2〆' 卜 2 (3) 

由 （2) 式， 

-i-aH-*'M(l-OS(l,p)--i) = (l — i)(W + Z). 

因为 9 fijj(l + i，）（l — o }= 1 或0,故 

«Jya + iOa-t)S(l,/»)|>5RUl-i)(W4-Z)> >91{(1-0W> -V 2 1 Z |. 

(4) 


由于当■时 cosx + star > 1 ， 故得 

W(l-i)W} = 2 ( cos % + > y >/?• ⑸ 

另一方面，在 Z 中，书 

V, = <? 2wir<J+l w * u>, =* cosec » q = [vW t 

2 p 

则 

( v , — Vr-\ ) tu x — 2 ie tKU /tp . (6) 

故由 （3) 及 （6) 可见 




2iZ = y] Cv z — t 

2 I Z I = I 2 ( 叫 一 ) + Vf-i w p — v 9 w ^ } ] 

广 I 

< 2 ( 叫 一 w ^-i ) + u ;， + uvi = 2 uvh 


(由于 w x 之递减性）.由 （4)，（5)，（7) 可知 


故得定理. 

总结之，可得以下之结果： 

定理 6 若 m 是奇数，则 

|(5) y/m % 若 m 三 1 ( mod 4) t 
S ( n , m ) — < 

[*(* 若 m 三 3 (mod 4). 

证：于 m 之不同素因子之个数上行归纳法.当 m = 〆 时由定理2及4可知 
r />^. 若2|/， 


[(云) 〆 •若21“ /» = Hmod 4), 
卜(云) 〆 ，若2以 ， p = 3( mod 4). 


又由定理1及归纳法之假定可知 

S(n ， mm , ) = SCnm\m)S(.nm ) 


= ( f )( 3 ),•( 宁)， 押 y 斤 
=(_^)(<)(乓),‘（宁) ,+ (午>' 

\mm f \ m ! \m / 

\mm ) 

= dv^,(w 

\rnm / 
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若 


mm ' = Kmod 4) t 
mnt ， = 3 (mod 4). 


(此处用了互逆定理 .> 


定理7 


ro , 若 / = 1 ， 

S ( n ,2 D - |( l +*-)2 T f 若 Z 是偶数， 

若/是大于1的奇数 • 

证： 由定理3,此结 果对/ = 1,2,3巳真实 .对/ >3,则由定理2及3立得证明. 


定理 8 若 X ( n ) 是实原特征 ， mod m ， 则 


r<i) = { 


若 X (- l ) = 1， 
若 X (—1> =—1. 


证：由 §3 已知 m 可书为 


l 4 m \ 


此处 u 0,2,3, m ' 是互不相同的奇素数的 乘积； 且 
1) 若^ = 0,则 


X ( n ) = (5)， ( n , m ) — lj 

2〉若^ = 2,则 


X («〉 = (一 1〉宁 (☆ ) ， ( n , m > = 1» 

3) 若 cl = 3,则 

X ( n ) =(-】 〆 _” ⑸或 (-”卜 1 咖…⑸， （”， m ) = 1. 

鎌 0(5)1 Jacobi 

l> a =0 .于 m = P , … P , 之索因子之个数 J ： 行归纳法.当 s = 1 时，由定理 5. 4 
及 5. 5知本定理 真实. 当 s >〗时，命 m =久 m ', 则由定理 4 . 1可知 
tU) = (/ >i>r(Xi)r(X 2 )» 

此处 X ,分别以九，‘为模，且 Xin ')^ X i inmin ). 于是由定理 3. 6. 4及归纳法 
之假设得 


他 =( 挪) 
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=(一1)¥々 •. 

j y/p\m = •Jm, 若三 l(mod 4 ) 或 X(—1) = 1 ， 
li \Z/»i7M’ = i -Jm • 若 m 三 3(mod 4 ) 或 X(.~ 1) =— 1. 

2) a = 2 •即 m = 2 z m ' •若 m' = 1 ，则 ^(1> = 1^(3) = 一 1 •于是 

r(X) = J^X(n)e Um/4 = e 2m/i - e Ui/4 = 2i. 

* - i 

若 m'>l ， 则由定理 4. 1 及 1> 

[ y/m 7 ^ = i •Jm •若 m ' 安 1(mod 4 ) 或 — 1) =一 1 ， 
li 'Jm r = ^/^i ， 若 m’ 三 3(mod 4 ) 或 X( - 1) = 1. 

3) a = 3 ,即 m = 2 3 m f . 当 m' = 1 时，有 
je 2K,/i - e 6ti/t - 〆■.’* + e itwi/t = #, 若 X( - 1) = 1. 
L tw# -f e* m/ * - e liMa -e ,4 ^* i 我，若 — 1) =一 1. 


r(X) = (一 1)—( 去 )2i_ 


r ( X ) = 2 x(w)<?Z， 


当 ‘> 1 时，若以”） = (一 则 

r(Z ) = (-1)+"' ! - 若™ , = 4) 或 1) = 1, 

m li y/nT — i -Jm y 笔 m’ 三 3( mod 4) 或 X( — 1) =— 1. 

若 X(”）= (― 则 

ra — (-1) 卜 - 1 ， …- 1 》 ( 去 ) i# 

j -/m" = i y/m , 若 m f 三 1(mod 4> 或 Z( — 1) = 一 1 ， 
li x/irT = \/m , 若 m’ 三 3<mod 4 ) 或 X(— 1) = 1. 


合 1),2),3) 即得定理. 


§6. 特征和与三角和 


由上节己知 Gauss 和与特征和之关系.今更进一步建立某些三角和与特征和 
之关系. 

定理 I 设 p 为一素数，整数 J ： 为 d 次非剩余， modp , 之必要且充 
分条件为 

迫 2 . 


= 0» 
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不然，则此式等于 1. 

证：由定理 3. 8. 1 ，x 是 d 次剃余与否视 d | indx 或 djinclr 而定.用三角和，此 
即表示 

丄女 ' = j 1 ， 若尤是3次剩余， mod/»， 

^ [0, 若 J 是 d 次非剩余， mod/>. 

定理2 命 p 为一素数，— 1，是），则 

2, 〜 = 2 S(fl ，/)， 

#=i i 

此处 

X(u) = e —• 

证：因 x* = tt (mod p) 或无根，或有 d = ( fi - l . k ) 个根，故由定理 1 得 

A A-l ^ 

g 2«kx”，= 1 + ^Zwiamip ^tKttnd»!d 

jm.\ «-l »-] 

6*»1 n-l 

=i + 乞，一 + g 纪严 Y ⑷ 

■ —1 6 *«l ■" I 

rf-1 

*-> 

由定理 4. 3 及 4.5 已知丨 S(a，/) |</?，故得： 

定理3 命 U,/> — 1>，则 

X— 1 

习题.仿定理 5. 1及 5. 2以研究三角和 

(rt f m) = 1. 

'■o 

§7. 由完整和到不完整和 

定理丨 gU ') 表一周期为<?的函数•且 

fl , 当 0< i < m ， 
gU) ~ lO , 当 m < x < 9 . 

则 g ( x ) 可表为 

g(x) = 詈 + + 2 一一 (1 —” /(1 _ e —). 




• 166 • 


数论导引 


证：显然 


1 

丄2严 /v 2, 2 — 

9 n — 0 

饥 1 V 、翥2**»*/， X ~~* t 

9 9 7 =\ 1 -e 


定理2 命^为实数及 


I S|<min( 9 W ， 点)， 


此处 < a 〉= min(a ~ [ a ]，[ a ] + 1 — a ). 

证：显然有不等式 

I S I ^ ^ — q . 

若 a 尹 [ a ] ，命 Q = g 〃一 〆 ，则有 

…一 iG — u-^l 


isi = | S^h 


I 1 — e*"* I I sinna I 


2<a> 


(当0<爸< " I ■时， sin 喊>2芒，所以有丨 simcel >2< e >). 


定理3 若2七 9 ，则 


1 E 一畀 2 < V?log 9 . 

I X — 0 Tf i «0 


证： 显然可以假定由定理1可知 


s **0 x «0 

»-* • . ^-1 f -1 . 

m y' + 丄 y 1 — g 

Q x-0 9 «-l _r -。 1 一 e 


由 Gauss 和之公式可知 


I 2« 2 * <x，+ * r>/， | = I 


①此处之 + 乃表示同余式 


2x 篇 】 （mod 


之解，以下准此 . 
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定理4 (Polya) 命/>为一奇素数，1 非主特征， mod 户，则 

!■— I 

I | < / p \ ogp . 

证： 由定理1可知 

gx(:> =另 X(JT ) 茗 u) 

由定理 2. 3, 定理 4. 5 及定理2可知 

< — " — < V ^ logp . 

V /» *-» 2< — > 

P 

此定理有以下之 应用： 

定理5 命/>为奇家数， c/|(p — 1)，則对模/»必有一小于 %/Flog/) 之 d 次非剩 

余. 

证：命 /?表不大于 m 之 d 次剩余数，则 

R =念七 = 士 S 

x-l d « = l d «-曹 x-1 

此处 XU ) -= c 2 -^. 由定理 4 可知 
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即 


当 m # log /> 时， 


R < ^■ + ' Jp log/>. 


R < 



(l) 


故有小于V? log />的 d 次非剩余存在. 

特别必有二次非剩余 log p, 求最小之方次3使最小二次非剩余= 0(〆） 
是一有名难题. BwHorpaaoB 之结果为 

定理 6 若/>充分大，则关于模 P 之最小二次非剩余< 

p*fe(logp) z ( — 0(p ^ 1 )). 

证：命 

T = [pi^(logp)* ]， m = «/p(logp)*. 

设 1,2, …，了 皆为二次剩余.因每一二次非剩余必有一素因子亦为二次非剩余，故 
每一不大于 m 之二次非剩余必有一素因子 9 ,使:故如命 N 表不大于 m 
之二次非剩余数，则有 

n< S [?]<™ S 十 . 

由定理 5. 9.2, 


N<ml ° g S + 0 ( i ^ f ) 

j 4 . 4loglog/) 

~ m ^ 4 - log 


logp 


4 Vfloglog /> 
logp 




由 （1) 可知 N = f + OUflogp) = Y + o(j^)， 故得 


2 


+ 


°( i ^) 


< 


，(f 


4(V^-1 


log/) 




即 


loglogp = 0(1) ， 

当户 充分大时，此为不可能.故定理得证. 
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§ 8. 特征和 f (£ l ±^ + *) 之应用举例 


定理1 共有 


外 - Ht )) 


个数 a ， 使 a 及 a + 1皆为二次剩余 .mod /». 
在证明此定理之前，先得算出一和之值. 

定理2 设 />> 2,a* — 46关 0(mod />) •则 


ix- 


: + ar + 6 、 


式中遇及/>丨 V+ar+6 之项，则该项以0代之. 

证： 可假定 a = 0,若不然则以 y ^ x - hj - a 代之. 

今设 a = 0,夕十6.由 Euler 判别定理， 

(mod p). 

J-l 、 P 1 x-> 

命 g 为 P 之原根.若 0<c</> — 1，则 


= 1 7- = 0 <mod p ^ 

x-l 炉-0 1 * 


以此代人 （1) 式，即得 


*-1 K r / x -1 x -1 

=—1 (mod p). 


故 


又因为 


貯）<，， 


卽^卜一 1 或夕― 1 


=1 (mod 2) » 


(1) 


故 
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定理1之证明 ft 有定理中之性质之 a 之个数可以表为 

T§(i + (f))(i + (^)) 

= +g ( 1 + (f)+( 宁 )+(¥)) 

(+)- 0 

= ±^-4-(^1)) 

( H §(f)=°)- 

由定理1立得： 

定理3 若/>>7,则必有二连续之数皆为二次剩余. 

同法 可证： 

定理4共有_ 2 + (¥ H 个数 a ,使 a 及 a + 1皆为二次非剩余.故若 
P > 5,必有二连续之数皆为二次非剩余. 

定理5 共有— 1) 个^，使 a 及 a + 1不同时为二次剩余或二次非剩余. 

证:由 (1 - (^~) ( a ~p ^ ))~ 立得定理. 

附记 :若问 及连续7数同为二次剩余，则必须研究特征和 

•yy ( j(:t + 1)(j + 2) ) 

此乃一超出本书范围之问题.但对三次多项式之特征和有次之应用. 

定理 6( ropuiKOB ) 命户为一素数岂 l ( mod 4), 则 

/> — x 2 + y 

之整数解之一可以表成为 j — / -|* S ( r ), j » = t "^(“），此处(云)=1，(爹 ) =一 1 ， 
且 

S (*)= g (^'- + * ) ). 

证 ：由于 


S ( k ) - 


7 ( ^'» ,: … f 广 ” 
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= 2 §(守)， 

故 .r 及 y 是整数.又当/>松时， 


h? t ( 


xU 1 + t 2 k ) 


)= S (/ 2 ife ). 


^^((S(r))* + (S(“））*) = 2 (S(rt 2 ))*-h 2 <S(u/ 2 )) 2 

乙 M=l f»l 

Y ,( s ( k)y = |i S S ( a ^+^ l ±*>). 

t ■- I I I I ' r ' 


由定理 2 可知上式之内和 


总之，得出 


J 一 2( 言)，若 :r 吴士 >>( mod />) • 

1户一 2， 若 a : 妄土 _ y(mod 户>. 

S(sa)) 1 =2 l)(p - 2) - 2 乙答 (g) 

《IMOd 

5 2/>(/ »—1) —2 2 2 (^) = 2 p 丄). 

( S ( r )>* 4-( S ( m ))* = Ap . 

§9.原根之分布问题 


定理1 命 p 为一奇素数及/> tn. 若 n 非原根， mod />，则 


V S e 2 ^'^ - 0. 

* fr \ 炉⑷•-】 


证：由于 


为走之积性函数，及〆与 < p ( k ) 也是积性函数，故（1〉式之左边等于 

n ( 1+ 郜心1， 


此处 q 过 P — 1 不同的索因子. 
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若非原根•则有 （ indn ，/) 一 1)>1 •即有 一 />一1 之素因子 g 整除 indn . 而对这 


-素数 


故得定理. 


1 H - • (g — 1) = 0. 

g — 1 


定理 2 命/>为 -- 奇索数，1< A < p . 若} C ( n > 非主特征 ， mod /»，则 

Airl § i . z ( n ) l </, i _ d ^ r - 


证 ：已知 


若 声七” ，則 


I rCO 1= | ^X(h)e^\ = pK 

A -1 

― 絝丨 _ 

X(n) T (X) = X(n)^X(h)e^ /p 

A-l 
P - 1 — 

= X ( n )^ X ( nh ) e 2 ^ 


^ Xih ) e M, \ 


(2) 式左边乘以 r ( X ), 则得 


A 


1 SSz( n )| = ^j| EEz(»)ra>| 

r 1 a^OiiB-a *= 1 


此处用了公式 

此式不难直接算出. 

由 （ 3) 及 （ 4 ) 即得 

JL 




sfp I V'y/ 、丨 〆 1 / sin(A + l)nh/p \ 2 

s \ n , h/p ) 

^ I 1 *=1 a-0«w-a 


( 2 ) 


(3) 


(4) 
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=( 坌严 - 1 ) 

= p-(A + l ). 

定理3 命 h ( p ) 代表绝对值最小的原根 ， mod /». 则 

I h ( p ) 丨<2_ 〆 ， 

此处 m 乃/> 一 1之不同素因子之个数. 

证:命 />>2.由定理1，可知 

h\r 1 < P KR, «-1 •-On--a 

<«. AW 1 

此处表示除去 n =0 的一项.此式之右边当 4 = 1之一项等于 

IA (，，. 1 • |*<，>卜1 

2 = 2 2 a ― I hip ) I 2 —I h (. p ) |. 

a —0 i*^—a 

对于 1 之各项用定理 2, 取 A = U (/») 卜 1, 则 

| Ts ^>|< U ( p )|^-1 A ^> J ：, 

• -o »--« 


\h(p)v-\h(p) I < (u(p) I/>+ - L ^ L1I )S 1 

= 2_ ( 丨 a(p) I />+ - 


I hip ) |< 2 ^ I ±- L <2" p ^ 

1 + 2 -/〆 

由定理 3 立刻可 推得： 

定理 4 若 psl (mod 4), 则原根 

g ( p )=\ h ( p ) |<2" p 7. 

证 ：今须 证明丨 hip ) I 是一原根.假定不然，则 一 I hip ) I 为一豚根.但 
| hip ) |^ = 1 (mod p ) « I <. p — l , 

故 

( A (/>)= 1 (mod p ). 

由于 一 U (/0 I 是原根，可知 2/ = p _ l . 故 




I h (. p ) |^" = 1 (mod p ). 

即 I h ( p ) I 为二次剩余.因一 1 也是二次剩余，故一 I hip ) I 也是二次剩余.此与 
-I h ( p ) | 是原根的假定相违背. 

定理 S 模 p 之最小正原根适合于 

g ( p )< 2 ^pK 

证：取 A = [(/?(/>)— 1)/2], 则 

, L 、 * A A + l+w 

EE I ： I ： * 一 ' 

il^-1 i P y ' KJ a~l a-0i»-A+l-« 

上式右边 A = 1 之一项等于 


2 S 1 = S(2a-hl) = (A + 1) 2 ; 


其走关 1 之项，如定理 2 可以证明 


|2 2 tf 2 - ind - / *|<(A4-l)/>^--j(A + l)*. 


故如定理4可得 


(AH- 1)* < 2"((A + l)/>+ - 六 (A + I) 2 


g(f>)< - ： P T + 1 < 2〜. 


10 .含多项式之三角和 


本节之主要目的在证明： 

定理1 命 /(: c ) 表一整系数多项式 

fix') = a k x k 4- ••• + x + a 0 . 

若 ( a * ，…， a 0 ， q 0 = 1，则 

S(q.fCx)) = 史 〆 一 " * =0( 9 】如)， 

jr™l 

此处 e 为任与之正数，0中所包含之常数仅与丨及£ 有关. 
因为 


I e 2,i，1>/ * 1=1. 
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故常可假定/(0) = 0,而不失其普 遍性. 今分几个步骤来证明本定理. 

定理2 若(％, 屮〉 =1，则 

S(9i92 ， /(i)) *= S(^i tf(q2Jc)/q 2 )SCq t ff(q x x)/q x ). 

证：命 j ： = q ,3 r + g l 2 ：， 当 y 及 z 各过以 9 2 及奶为模之完全剩余系时 , x 过以 
为模之完全剩余系.显然有 


故 




«1 为 

S (^ l 92 ./( J >) = 

•r-l 

=；^. g »w/< <t jr>/y lt| • e ini /<^ z t )/ f t 9 T 
jr»l 1 

=S(^| * f (. q 2 x )/ q z ) S ( q z * f { q { x )/ q \ ). 

由此定理可知主要在研究 p { 之情况. 

引1 设 /(:r) 是一整系数多项式， mod p ， a & 
fix ') = 0 (mod p ) 

之 m 重根 . 〆 fipx +a) ①.命 gix ) = p */(/>:r +a) ，则 
gCx ) s 0 (mod p ) 

至多有 m 个根. 

证:并 不失其普遍性，可以假定 a = 0. 如是则 

/(x) = x m f \ ( x ) i - pf t ( x ), 

此处 ^((^^(Kmod/»)，/:(:*:> 之次数 Cm./Jx) 及 / 2 Ci) 都是整系数多项式.由 
是得 

/( 辩）== />- jr -/ i < Ar > + /»/,(/«：). 

因〆 141 除不尽，之系数又因 / T*7(/ur) 之次数 <m(modp), 
故得本引理. 

引2 设 /< jt ) — a k x k +… + ai：r 是整系数多项式，/>彳 （a* ，… *a 山〆|| ( ka t , 
… »2a； , a \ ) .设; u 为 

/(x) = 0(mod 广 1 〉， 0^x<p 
之一根 . 又设 ， II (/(# +Ar> -/ ( 沁），则 

证:设则由假定 

Hm 广 ’( 户)， 1 < A < *■ 


①我们用符号广 H« 表示/ >• •用/ »• MSk) 表示 P ■整除 S ( X ) 之所有系败 . WP - 1 W 杏. 



即对任一 A ( l </ i <4) 常有 



由此得出 

H 吉’、 ). 

因而得出 p \ a k ,p \ a^-x »*••»/> I ai . 此与假定 p 七 （ a * ， …， a ! >相违背. 

基本引理 若 p 十（知，…， a ,)， 则 

I S (/^,/( x )〉|< C (*) / 卜如. 

证：我 们用归纳法来证明本引理. 

今先证明 Z == 1之情况 （ Mordell ). 显然我们可以假定 p > k . 

命 N 表示同余方程组 

: cj + …+ 运乂 + …+ (mod />) « 1 ^ x*y ^ p* fc = l，2 •…， A (1) 

之解答数.简书 t 为心为 Q (/ Cr )), 则由定理 1.1 可得 

2…21+ … +a » x) I** 

•* «i * 

= 2 … 2 2…2 2…+ …+^5 — / -… 一 /> + … -f aiCxj + 

:i •»* >i >* •* *i 

… + x* — )i 一…一 )) = p k N. 

利用对称函数中习知的定理，由 （1) 可得 

(x — Xi)***(x — J ： i ) = (x —> i)"*(x — y *) (mod p ). 

故，… 》 jt * 与 > i ，•••》 y * 实仅有次序之差异 ， mod p . 所以 

即 

2 … 21+••• + a ix ) 1 24 ^ k \ p u , ( 2 ) 

« 4 *, * 

对于任一 A (吴 0 (mod p )) 及任一 ft ， 显然有 

I Sip , fix )) 丨=丨 SiptfiXr + fx )— f { fi )) I . 

所有这种形式的和皆在 （2) 之左边出现.今将系数各各同余 ， mod />，之二多项式算 
为全同 ， mod />.我们来求多项式 / Ox + p ) — /(//)(A = 1，…， p - l ，// = CM •…， 
p - l ) 中互不相同之多项式的数 S , 不失其普遍性，我们可以假定 P 彳 a *. 若 /(h + 
//) 一 /(#> 与 fix 、 全同 , mod />，则 

^ a > * + a *-| A *" 1 = a *-! (mod p ). 

由定理 2. 9.1 , A * = 1 (mod p ) 之根数至多为 A ， 对于固定之 A ， 即唯一的决定故 
形如 /Or — /(/ 4 > 之多项式至多有走个与/(尤〉全同 ， mod />• 也就是说•至少 
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有 p、p — Y >/ k 个互不相同的多项式 fiXx +户）一 /(#> ，故得 
价厂】) I S(/>,/(x)) !»<*!/.», 


I SCp.fUY) |< ( /d )% < (2* • *!)V— 士. 

设 Z > 1，〆 || (^*, — ,2a 2 »ai). 又设 JU" … ，芦 r 为 

f (x) = 0 (mod 夕冲’ ）, 0 ^ x < /> 

之相异的根，其重数分别为 mi ，… ,m r . 命 mi+ … + m r ==m， 易见 一 1.今证 
明 

I S(〆 •/(:)> 卜士) ’• 

由假定 P 七 （a*，*"，<*i) •〆 I (Aa* ，…， 2a:，a!) ，故必〆 < A. 

1) /<2G + 1〉. 因 / > 1, 故 1 .即得 

I s ( p l t / u )) •/> 《州》 士 (卜 <々 V 0_ 士）， 

故此时定理成立. 

2) Z >2 (r + l). 写 

S(.p l t fU)) * S E e/(/(x)) = 2 s - 

*■’ (Kx <^-1 «>-】 

p) 

若 W 非之一，则命 

J = ：y + P ,_ H Z ，0 < y < P M , 0< *< 

由 /( y )^ OCmod 广)及定理 1.1， 即得 

s. = S 〜 (/(I>>= T, 2 V (/ ■(: 

xbUhmm p) jfwUmad pi 

— 2， 〆 (/(，〉） X / 〜卜 1 ( z /' y )) ** o . (3) 

若 t/ = A， 则依引 2 定义 a.， 即得 


〆 r ， 

s„, = 2 〜 4 (/(z>> = + 办 ）> 

x-l »-l 

p ) 

V * 1 

=V (/( A )) 5>/飞 ( p~ Ui (/(A + 办 ）-/( 外 ）））• 

令 g * = P ~** (/( 外 + 办）一 /(#•)). 由引2， 

\ S 内 卜 〆 厂 1 丨 S(p^^.(x)) |<〆〆 卜 +> 丨 S(p l ^ tgi (x)) I. (4) 

由 （ 3) 及 （ 4) 得 
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I S(p',f(x)) |< ■( 卜 *> | S ( 户 I. 

4 = 1 

若/ > max(<ri »••• , a r ). 则由归纳法之假定及引1，由上式即得 

| S(p、/(i)) 1< ■(卜 (卜 士） < m*V (卜 +〉• 

若 Z < maxCai » •••，ov 〉，则 i <. k , 

I S (/ >‘•/(:” |< •- <*〆(•-*). 

1 = 1 

基本定理证毕. 

定理1之证明 设 g =舯 •••/>!*,/», ，…， P . 是相异的 素数. 由定理2, 

由基本引理， 

I SCq,/(x>) 

由定理 6. 5. 2( 我们可设匕> 1〉 

C\ = <C*U ， e) 矿 . 


定理得证. 
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§ 1 .引 言 

在椭脚模函数论中常论及以下的四个重要 函数: 

<7o — XI ( 1 - - g 2 ") , 

<»»-i 

?! = n ( i + y )， 


92 = IJd + 产】>， 



此处为尊重椭岡模函数论中之习惯，以 g 表变数，可能是实数也可能足复数， |<7 |< 
1. 此时这四个无穷乘积显然收敛. 

本章之目的并不深人讨论椭岡模函数之性质，甚且并无椭圆模函数之定义，而 
仅围绕数论上之具体问题 ：整数 之分拆问题，四平方和问越，而讨论与 9 。， 91 ，奶，％ 
有关之幂级数 变化. 又本章中所涉及之收敛问题，皆极浅显，凡熟悉高等微积分之 
读者都能易于补足 O ，因此，在本节中略去所有关于收敛性之讨论. 

之间有次之简单关系. 

定理1 若 U 丨<1,则 

9i927j = 1. 

证：已知 

92 93 = IX (1 — 9 2<2 " 1， ). 

••1 

在 A 中依中所包有2之乘方之次数重新排列，得 

9i = IX C 1 + q 2lu ~ l) ) IT (1-f q Anm ~ }i ) IT ^ 1 + 9* < * ，r ~ ,> >—. 

■■1 n—I a—1 

由此可见 


①在 S 8 中还用到等 微积分 中关于 rt * 积分的计算. 
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qxqtqi = <1 - > II d + 9* <2 - n > ft Cl + ) II (1 + )••• 

■•1 •—1 ，塞 1 

oa oo ao 

=n ( 1 -产 1 >) n ( 1 +9 4< * w_i> ) n ( 1 + 广") … 

1 »=i 灣 _i 

OO OB 

= 化卜严〜订^+广”）… = … =1 

_，l ■»1 

定理还可由下面的等式 得出： 

9o9i9z9s = II d ( 7 ")f[(l+ 矿） = f[(l-q 2 ") = 9o . 

§ 2 .整 数分拆 


命 《 是一正整数.把〃分成若干个正整数之和之一法名为 n 之一种分拆. 例如： 
5 = 4 + 1 = 3 + 2«=3 + 1 + 1=-2 + 2 + 1 
= 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 , 

故5之分拆有 7. 

以 〆 《)表 n 之分拆之种数，则上例说明 p (5) = 7. 

若限定分拆中每一部分不超过 r , 则此类之分拆数以 p r ( n ) 表之.例如 
p s (5) = 5. 

定理 1 若 丨 9 |<1,则 

1 + S^ (n) 9" = (r-gm— ^)."(1 一矿 ). 

证《上式之右边等于 

( 1+ g + g * + g 3 + …+ 

X (1 + 9* + (〆〉* + (9* ) 3 + …+ (9* 广 * + …） 

X (1 +g 3 + ( 9 3 ): + ( 9 ，） 3 + …+ (q 3 y> + …〉 

X . 

X (1 + 矿 + (q r y-b (矿 V + ••• + ( 矿 )〜+ …）， 

其中矿之系数乃 

X | + 2 x t 4- 3工 3 + …+ rx T — n 
之非负整数解答数，也就是 pAn ). 

用与此相同之原则.吾人可证： 

定理2 若 U <1, 则 

1 = 1_ 

qo<li (1 一 g)(l—g*)(l — g 3 ) … 
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=1 + ^p(n)q\ 

•-1 

定理3 命 g(n) 表示把 n 分为若干个奇数之和之分拆之种数，则 


(1 


1 00 


定瑾4 9l92 展开式中矿之系败等于把 n 分为不相等部分之分拆之种数. 
此三定理之证明读者不难补出.由定理 1. 1并结合定理3,4之结果，可得 
定理 S 把 n 分为不等数之和之分拆数等于把 n 分为奇数之和之分拆数. 

§ 3. Jacobi 等式 


定理1 若丨 g |< l，r 关0,则有 

n ((1 -g 2 ")(l 1 + 念 〆 （*- + z~») 

•»— 1 

'I 1 /、' 

证：此二级数显然相等. 

命 


9, 


(2) = nKi+f-wu+m} 


=X。+ 不 U + «-■) + Xt ( z l +«:〉+ - + X m Cz m +*-_), 
此处从，不，"_,；^与2无关. 

Z- 之系数显然等于 


X m = 9 »+a+-+ti«-» — qm l t 


又 


<p m W^ = XI U1+ q 2m+l z)( 1 -I- q 2m ~ 3 z - 1 )} 

«-i 

= 1+ g ^： 1 • A±^h. <p M 
= L±^_ U> , 

即 

(qz - {-q 2m )<p m (.q z z'> — (1 + g 2- ^ 1 r)^ Cz). 
将 （2) 式代人，而比较之系数苟知 

v 产 1 (1 於 *) v 


(1) 


C2) 


(3) 
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* ( 1 一 )(1- ) … （ 1 — V ) Y 

m _ q (1 一 f Kl — 产 -*) … （1 — 严 2 ) 


由（3> 可知 


故当时， 


Q tm ^ ) — (1- q im ^) 


(1 — ^)(1 — g 4 ) — (1 • 


X ，= ( i -^^ 2 )( i -^^)-( i -^) (1 _) … ( w ”> 

A " n -^*-)(1 w q ) 

因此 （2) 式可以写成 

(1-9*)(1-9 4 )-(l- 9 2 ")f>-<z) - X ； 4 - + (5) 

■ -1 

当 m - oo , 则故形式上已得出定理中之等式，但对于逐项取限之可能性还 
须加以证明. 

命 


Wo.tw = Xq ， 


U-- J _ (1 一 9 2 )(1- V )."(1—9*” 


X ；( z--f * "), 若 


若 n > m ， 


m ( z ) = y ] u m . m . 


当 m -► oo 时，其公项 


(»* + «•) 


M ° (1 一 7*)(1 一 〆 ）•••’ M " (1 — 9* )(1 一 g ”".(”〉0). 


及 


I x：|< IJn+| q | w ) = Kt (定义） 

*-1 
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|(1-<7 2 )(1-9 4 ) 二一 ( r~g**) 


<n^h 


k 2 ( 定义）， 


U ■.两 | q 1*(1 * |'+U r -) = V ,. 

v •与 m 无关，且由于当 时， 

v- - l ui-n-ur ) 

故是收敛的.即级数 （6> 对 m 是一致收敛的.因此 


0 

此补足了可能逐项求限的证明. 

定理1包有不少有趣的特例： 

分别取2 =士 1及2： = 9,则得： 

定理2 当丨 9 |<1时 

9 og ! = 2 9" 1 
及 

Qoql = 2 (一 1) V * • 

以一 广* 代 9 及取 * ，则得 

nCd - g ^ Kl - g ^^ d - g 3 "- 2 )) 

■■I 

=* S (— <7+)’ l (9 f ) 

= 2 (- ir 9 如 

即得 Euler 公式： 

定理 3 若丨 9 丨<1,则 

qaqi — (1 一 q)(l — <7*)(1 — g 3 ) … 

=* 2 1)~ +■制》=1 + 2 〈- 1) - (9+- <3 『’’ +9+•制》> 

=1 — g — g* + g s + g 7 — g 12 — 9 1S + … • 
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再取<?+代</,^代1,则得 

即得： 

定理4 若丨则 

909.92 = E 9 W，> . 

■ *0 

注意：指数 jn ( n + l ) 乃普通所谓之三角数.由定理 1.1, 定理4也可重 述为： 


定理5 


若 UI <1， 则 


jo __ (1 — ) ( 1 —?*>••• 

93 (1 — 9)(1 一 9 s ) … 




今往 证明： 

定理 6 若 丨 9 |<1, 则 


( 9 。 93〉 3 = ((1 — 9)(1 一 g 2 )(1 — g 3 >•••)* 


=(_1)-叫卜■⑴ 

=1 — 3q H- 5q 3 — 7 9 * 4 - •••• 

证： 在定理1中以 / 代 g , 以代 z , 则得 

ncd -^ xi +^ Ki +^' r 1 )) = 

_■> 餺泰 —00 

即 

^^((1一矿)(1+矿{：)(1+打 -1 ))= 2 9 Wl > r - 

今往讨论一 1时之情况.显然有 

limncd-^^ci+^pa+fl-r')) = (n (i_ 9 ,) ) 5 - 

I n-l 

由于 

!»■—30 _=0 » 

= ^(- iy g ^ l) -h = 0, 

■—0 «»»o 


可知 
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赵广 "r 
_ i _ 2 ? w ，, < r -<-»■) 




”（一 1)""', 


^ 2 ? w，, r = S (一 1” 叫— ■》• 

t " ^ > 十 —oo ••• - w 

故得定理.（其中用及两次逐项求限法，皆可用-致收敛性证实之 .） 

习® 1. 求证当 UIC 1 时， 

« 2 (一1)- 9 +撕 3> , 

”■0 —co 

行 <(1-9 5 "，(1 - 9 S — J )(1- 9 5 抖 5 ))=念(-1)"9^ < ^ 1> . 

»"0 ao 

习题2.证明 

9 (1 一 PK1-9 … ）（1 一 g 3 . 1 ” …-/ -/ 一 〆 +〆 +g 1# ， -q u， 
g((l — 9*)(1— 9 2 **)(1— q ^*)••• = 〆 一 3〆 + 5〆 一 7〆 + •••• 

§ 4. 分式表示法 


定理 1 若丨？1<1，则 

(l + aq)(l + 叫 3 )(1 + 叫 $)•“ = 14- 


1 一分 2 (1 一 ^*)(1 一 g 4 ) 


(1-^)-(1- 9 *-) • 

证:命 F ( a ) 代表上式之左端，且命 

F(a) = 1 + Cia + c ^ a 1 -+■ …. 


(1 aq'iFiaq 1 ') ~ (1 + ag)(l + 叫 3 )(1 十叫 1 )… 
=F(a)» 

比较此式中/之系数可知 

Ci ― 9 + ci 9* » Cz — c x q 3 -\-c z q K »••• 
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(1 -9 2 )(1-9 4 ) —(1-9 2 *) 


— ( 1 —q*)(l — g ‘） 

此即定理. 

在定理中各取 a 这1及 a == g , 可得以下之二定理 t 
定理2 当 | g |< l , 则 
qi = ( 1 + g ) ( 1 + 1 + 9 5 〉 ••• 

1 4- q a _ 2 ! _ 1 -... j - sC . _ (-. 

丁 l- 9 l (1 一 g 2 )( 1 - 9 。 （1 —g z )(l — 9 ‘)“.( 1 -V_) 

定理 3 当| 9 1<〗，则 

q x = (l + g*)(l+g” （ l+ 9 ” … 


— 1 十 q 1 十 • _ g $ _ + ••• + _ all ： _ __ + • 

1 一 〆 （ 1 一 ^)(1 一 〆 ） (1 -^)(1-9 4 >-(1-9*"> 

或以^代9,以 d 代 a , 即得： 

定瑾4 当 丨 9 1<1, 则 
(1 +<?)(i + e*)(i + 9 1 ) … 

=1+ 丄+ _ I _ +...+ _ ^'T —— 

定理 S 当 UI <1 时， 

_1_ 

( 1 — 叫 ）（1 一叫 2 )(1 — … 

= i - i - gg 1 g ? q 2 4 -_ «! a ! _ 

1 一 9 (l- 9 )(l- 9 2 > (l-g)(l-g*)(l — #) 

证•.命上式之左端为 F ( a )， 则 


(1 一 q) ( 1 — g* )•••(! — q m ) 


以展开式 


( 1 — a^ 2 )(1 — 叫 1 )… 

( 1 一 aq)F(a). 

F(a) = 1 十 y^c m a m 


代入上式.则得 


即 


c m q m = c m — 
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故得 


” （1 一 g)(l — g*)".(l — q m )' 

此定理之特 例为： 

定理6 当 UI <1， 则 

丄 = 1 + -2- + - i ——_ + _ a! _ 十 … 

Qoqi 1 一 9 (1 —9)(1 一 ^ 2 ) (1 — 9)(1—9*)(1 一 9’） • 

在定理5中以^代*?，以代 a , 则得 

定理7 当 UI <1 时， 

1 = 1 + 4 - -_+_ al _ 十 … 

q, l-^d-g 1 )( 1 -«*) (!-^)(1-9*)<!-,«) • 


§5. 分拆之图解法 


设有一 /!分拆 

n = aj 4-a 2 +a 3 4- ••• 

其中之見按由大而小之次序排列， BP 

A > a 2 > a s > …> a,. 

我们作一图形，其第一行有 a , 个点，第二行有 a 2 个点 ，… ，每行之排头看齐，以后等 
距，如此之点图称为此分拆之 阁解.例如： 


就是分拆 

18 = 7 + 4 + 3 + 3 + 1 

之图解.以上之图解固然可以逐行读出，但也可以逐列读出.如此得另一分拆.此分 
拆谓之原分拆之共轭分拆.上图之共轭分拆为 

18 = 5 + 4 + 4 + 2 + 1 + 1 + 1. 

横宥竖看，丐有次之 定理： 

定理】把《分为每份不超过 m 之分拆数等于把 n 分为不超过 m 份之分拆数. 
分拆图表法还能证明更复杂之定理. 例如： 
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定理 4.2 之 另证： 

显然 

(l+ 9 )(l + 9 a )(l+g s ) … 

之展开式中矿之系数等于把 n 分为不等的奇数之和之分拆数 Kti ). 例如: 

15 = 11 + 3 + 1 = 9 + 5 + 1 = 7 + 5 + 3. 

今将15 = 11 + 3 + 1之图表重新排列如下图： 



由于每份是奇数 a 各不相等，故列出之后该图仍为一分拆图.但此图有一特别性 
质，横看纵看都是一样.此种图形谓之自共轭图形，所对应之分拆谓之自共轭分拆. 
故有一不等的奇数之和的分拆一定有一自共轭分拆，且反之亦真. 

故 r ( rt > 乃 ri 之自共轭分拆数.任一自共轭图形所包有之极大的正方块其边长 
设为 r (上 图中/ == 3). 则对一固定〖之自共轭分拆之种数等于 


之不超过 f 份之分拆数.这就是 

... _ 

(1 一 

之展开式中矿之系数.因此得 

( 1+ 9 )(1 + 9 3 )( 1 + 9 S ) … 

_ y ' ___ 

式中对应于 i = 0之项为 1. 此即定理 4. 2. 

习题〗.证明 

_1_ _ 1 - 1 - g H _ 2^ _ 

(1 — ^)(1 一 g z )(l — … (1 — q ) 2 (1 —^)*(1 一 


(1 一 9 ) 7 (1—9*)*(1 一 <7 3 )* 

习题2.用图表法证明定理 4. 4. 

提示：把一分成不等部分之分拆每行缩一格排列•例如 
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19 = 7 + 5 + 4 + 2 + 1 


再宥直线右边之分拆. 

分拆图表法之另一应用在证明定理 3. 3. 此定理显然可以改 述为： 

定理2 命£(«)代表把《分为偶数个不等数之和(偶分拆）之分拆数， l/(n) 代 

表把 n 分为奇数个不等数之和（奇分拆）之分拆数，则 

[ 0 , ^ 

E ( n )- U ( n ) = J 

|(-1)*,若《 = +是（3*士1). 

证 (FrankHiO: 我们在 n 之一分拆之图解中，于其右上 
角之终点向左下角引一 45°之斜线，此线之终点为其与图形 
相遇之终点，此线以 a 记之.我们又用线连接图形之最下一 
行,此线以#记之. 

我们可以将0 移于阁 形之右上角， Sfa 之右面而与 <r > ^ 

平行（这种手续以 O 记之>，也可以将 a 移置于 沒之下而与# m 

平行（这种手续以记之).对于一移动 O 或（1，我们可以得 
一分拆，但也可能得到一个图形，它不能表示一分拆（这里用来表示分拆的图形皆 
是由大至小排 列〉. 如上阁1,经 O 我们得图2,经我们得阁3,在我们的规定下，图 
2是一分拆的阁解，而图3则否， 


:户 


明 2 

现分 H 种情形论之： 
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1) 尽<(7.由图1可以看出 o 常为可能，而 n 则不可能. 

2) /3 此时 O 常为不可能•又除尽与 <7相遇且沒= 0+1之情形外（图 4), 常 

为可能.对除外之情形，所得者有二部分相同，非我们所需. 



图4 

3>卢 =(7 •此时除与 (； 相遇之情形（图 5) 外， O 常为可能.对除外之情形,0显然 
不可能 . fl 则常不可能. 

由是可以看出，若对于一种分拆,0与 n 有一可能，有一不可能，则我们即能由 
一偶（或奇）分拆得到一奇（或偶）分拆，即在此种情形，偶分拆与奇分拆之间即建 
立 （1,1) 对应，但对于图4与图5之情形，此种对应即不可能.对于前一种情形必 
为 

71 = U + l) + 0fe + 2> + … + 2* = 

对于后一种情形， 

n = - h(2*-l) = y(34 2 -k), 

无论是前一种情形或后一种情形，皆显然有 E ( n )- l /( n ) - C -1) 4 . 

§ 6. p(n ) 之估值 



在本节中将先用最简申之代数方法以得出 pin) 最粗略之估值，再用略精深之 
方法以得出 hgp(”) 之无穷大之阶，但再深人用所谓 Tauber 型方法以得出 p(n) 无 
穷大之阶，以及更深入用模函数论之结果及解析数论之方法以求出 pin) 之展开式 
则不在本书范围之内.在这逐步求精之方法中极易体会出各种方法之深人度. 
定理丨 当 n > l 时， 

2^ < pin) < n 31 ^. 

证：1)先证左式.在 

1，2,… 》[ V ^1 

中任取 r 个<^，…，，而作一分拆 
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n === ai + ••• + a , + (71 一 at 一 ••• 一 a r ). 

由于 

o-x 4- + a r ^ 1 + 2 + ••• + [\/n^3 

< [Vn]* < n ♦ 

故（1>式是一分拆.总共有 

14- ([?) + ([^) + … 4 * ([M) + …= (1 + 1) ⑹ 

种取法，故得定理中之左式. 

2) 后证右式.今讨论 n 之分 拆围解 

图中左上角最大正方形之边长为 r. 图中右上角之 r 列对 • 
应于一个不大于 n — r* 之整数之分拆•左下角亦然.故如 r •固 • 

定，右上角之可能性 <»T, 左下角亦然.故得（显然 r <[、/?]) ■! 

lAj • 

pin) < <vW [说 C rt 3 说 . • 


log/>(n) 


证此定理需要以下诸预备定理. 
定理3 


证:设丨 9 |<1，命 


np(n) = — Ik). 


(1 一 g〉（l 一 q*)(l — 穿 3 )… 

1 + J ^ paw . 


用乘积式求 f(q) 之对数之导数，则得 


frf 1-«7 / 


丄2 "+• q lt ~h q 31 -h •••) 

9 iZx 


又用 fiq ) 之幂级数展开式求微分可知 


^np{n><f = qf\q'> = /(9)S 
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比较系数，即得定理. 

定理4 若 《> v >0, 则 

证：此可由下列不等式 

1 — y — y<Cl — < 1 — y, 0 < x < 1 

得之.而此不等式可由平方上式各项以证之.(但须注意1 一 f~T >0.) 

定理5 若 0<： r <〗， 则 

1 ^ e x 1 

? — Cl < ( 1 -广):<?, 

此处 c : (及今后 c :， c ” …)皆表正常败. 

证：由 

々- 〆 … +吾(士:) 1 + 吾 (" H 、， 

故得右边之不等式.因为 

1 


>x 


- e ^ x 


( 1 + 0 (/)), 


e~ x 


r + OO). 


x* (1—r) 2 

此即定理中之左边不等式. 

定理6 命 a 表一正数，则 

正确地说，此与 a 有关. 

证 ：由于 故此重和等于 

i: - 




由定理5之右边不等式可知此和 


^ V 1 — n 1 _ ir z n 

T={ iakn h 2 a ' kl 6 〆 


( 2 ) 
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把 (2) 式分成二分和 

E + S = S . + S 2 , 

用定理5之左边不等式，则得 

一四 1 

E,>I ： 7T- L t7 + 0( ^> 

*-i (akn 7 y 

, 

= 42 TJ + OC >/ n ) 

a *-l R 

= 0+ o ( n 2 ir )+ O ( A ) 

= 1^ + 0(^). 

用定理 5 之右边不等式，则 

S 2 = ^( n 2 P")= Oiy/n). 

合之可得本定理. 

定理 2 之证明 命<：= 71/ ^. 

1) 先证 

pin ) <C e ml . (3) 

当 n = 1时 (3) 式显然成立.今往用归纳法.由定理3及归纳法之假定可知 

np(.n) < 公 ，""*) 

< 卜 7 (用定理 4) 

/-I 

< ^6(7717 = *" + - (用定理 6> 

即得 （3) 式. 

2) 再证 ：任与 一正数 e ， 必有一正数 A (= AU )) 存在使 

/>(”)> ~ e 1 ^. 

仍用归纳法，但 A 之选择稍后自明.由定理3与4及归纳法之假定，可知 

np(n) > … 士 


( 4 ) 




因为 e - > 1 - x , 所以此二重和 

> S 化如‘ 1 ( l -|( r - e )^) 

Ut-im tt<* 

=(定义) • 

因为对任一正数 h 常有 =0( + ), 所以 

= 0(«士^1广士*七（议）+) 

M>a a >» 

= 0(”- 如2 S 广扣） 

/■I *=1 

= ( KrT +，）， 若 《>8. 

由此式及定理6可知 

兄〉為-“ 

2 ir 2 n , 2 n 2 n / 1 1 \ 「 

= 1 ?" + 丁 一 “ 

> (1 + 2ec 1 )n — Ct yfn, 

(此处 用了占 +0>叫 

另一方面，由二项式定理及定理 5， 

S , = 

!»<■ 

< 2 * 1 2〜+ —* "士 


<12 办 2 


I — ，七门) J 


分括弧中之和为 二部： 




S = E + S - 

*-l k<JH 4n<k^n 


在第一部分中，士 ( d ) / bT + < 去 c •又当 x <+ r 时, 
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S —— r ― ^ 

(j _ ^ T (r * )fc, 7 y 

在第二部分中 》4 ~(c — e) 知 •+ ^ 4 -(r — c)»S5 


^ e - dt > e ^ x , 

0(”2 各卜 000. 


0 ( 21 )= O(n). 


2 —~—~ r - 

W <*<”（1 一 e _ T *<" 

由此及 （8) 可知 

; 0( n 2 ). 

总结 (4),(5〉，（7),(9)， 可得 

np(n) > 去 〆 • ，•士 ((1 + 2CT，)” 一 c ^>. 

当 

”>(6) 

时， 

pin) > . 

当 n < d (2«: 力- 2 时，则取 A 相当大，使 （10) 式亦成立.故得定理. 


§7. 平方和问题 

命 r f (7 i ) 代表 

xf + ••• + xf = n 
之整数解答(:^ ，…, x ,> 之组数.由定理 6 . 7. 5已知 

r 2 (n) = 4 2 (- 1 ) 卜°， 

_|« 

此处《过《之奇因子.此定理显然与以下定理 等价： 
定理1 若丨9丨<1，则 

9 o 92 = ( 2 〆 )： 


(9) 


( 10 ) 
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今往证明 


= ,+4 (r 

定理2 若丨 g |< l , 则 


_2^ + 乂 

- Q 1 — 9 3 1 — 9 s 


47 _•_-)• 


9 ; 9 ; = (_!：/) , = i +8 S ， r ^=- 

此处和号过所有的非4之倍数之 粮数. 换言之， 
r, (n) = 8 TVm . 

« l « 

此处 m 乃 n 之因子但非4之倍数者. 

在证明此定理吋蓠要几条顶备定理. 

命 

u _ q r 

w ， i-〆 


(l) 




rj = M r (l + “ r ). 


定理 3 


(\- q r y 

2] u»(l 4- u .) = 2 nM -* 


证：由 （2) 式可知 

2«.(i + u .) = S Tr ^~, = E = !>.. 

M-l ，- 1 V* fj / »•! •-! M-t 

定理 4 

■-丨 

证：由 （2> 式可知 

2(-d-+ S (1 

=^(- D -' Sn ,- 


r-1 m~\ r-1 1 ~ V 


( 2 ) 




( 2”一 1 )<?‘*" 

q in 2 


定理 5 若 0 是一实数而非 it 之偶数倍，则 
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(+cot +0 + M , sin ^ H - U 2 sin 2 d + …: 
(T COt "1"^) + C 。 + y]C t coskd, 


此处 


C。= +力 ， 

c t*-i 

C. = K ,(1+“‘-+*) 

， k > 

证 ：（3) 式之左边等于 

( 4 " COt \ d ) + yS^.cot y <9 sin ^+ 


sin ㈣ sin 必. 


由 


Y COt ^ y + COS0+... + cos (”- l)^+yCOS^, 

2sinmdsinn0 = cos(m - n)0- cos(m -f- n)d, 

可知该式等于 

(T COt T^) + _“"(+~ l_COS ^+m+«)S(”_lW+j COS； ^) 

~2 S S M ， “>t(cos(m — u) 沒一 cos(m -f- n)0). 


由此得出 


此处 m > l . n ^ 1. 
由定理 3 可知 


C = ■客 (“” + 0 ， 

C * = y u * + 2 


又 


Co = y!»u,. 

c »«] 

1 二、 **> *-1 
Ci = + + 


(3) 


因为 


u t u k~t = M* (1 + “/ + Ut-i) 
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及 


Uk+I 4- u,u kH = m* ( w, — «*+/), 


所以 


1 °° 1 1 

c» = M *(y 2 (Uf — > 一 "^^( 1 + “< + «»~t)) 

= m* ^ y + Mi + ••• + a* — *| ■( 走 —1) — («i 4- — 4 - u»_i) j 


. «■ z . l 00 

定理 6 (丁 + - ) = jg + y 2 7wm - • 

证： 在定理 5 中取 0= +7 T ， 则得 

(l + Su ^- Eu ..,/ 

' n ->0 it =0 • 

― ^ + y 2^- + S (一 1〉" C 2 用 

=A + j ^ ra< " + y | c — l )_ tt 2 _(l -f u 2m — m ) 

—^ + Y 2 — l)a z « 1 + y] (— l)"«i»(l + U tm ) 

= 古 + + 写 (2 m — l )“ 2 « r~i + 2 (2 m —1) m 4w . 2 

= ^ + i |? nu - 

O-n 

定理 2 极易由定理 1 及定理 6 摧得. 

由定理2立刻可 推得： 

定理7 是一积性函数. 


定理8 ( Lagrange ) 任一正整数可以表为四个平方数之和. 
此外还有以下之应用： 

定理 9 Uacobi ) 有等式 

ql—ql = 16 w ?. 

如以§1之表示代人，则得 


(由定理 4) 
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(na+^ , )) , -(n<i-^ , )) # = i6 9 ( n a +^ 2 -)) 8 . 

»» 1 B—l »— t 

(此结果 Jacobi 称之为 Aequatro identica ratis abstrura .) 

证 ，此式 之两边同以9〗乘之，则由 

(9。9!) 4 = ( 2 〆 )‘ = 

謂■一 OO 


及 

可知所求证之式与 


^qoq\y = ^r 4 (n) (— l)"g" 

■ -0 

(2 <w ” = (!：，”)’• 


9( Ef ,n )‘ = 2$M”V 
2*->l 

等价. 

命 5*( n > 表 

• Ti(Xi + 1) + … +: i ：4(： r 4 + 1> + 1 = w (4) 

之解数，此 《 必为奇数.故本定理有其数论上之意义；即若《是一奇数，则等于 
2 r t ( n ). 

(4) 式乘4,并凑成平方，则得 

办 + 1)* + …+ (2 x 4 H - l ) 2 = 4 n . 

不定方程 

y ! +3>1 +3^3 *= 4 n 

之 r « (4»)个解只有二种 ：（ i ) yi ，>2 ，_ ys ，： y ， 全为奇数， （ ii )_ yi ，_ y * ，％ ，3 U 全为偶数，由 
此可见 

Si ( rt ) == r 4 (4 n ) — r 4 ( n ). 

由定理2,可知 

r *(4 n ) = 8 ― 8 ^](m + 2 m ) = 3(8 ) = 3 r *( n)i 

ml 2 a 期 U 

即 

s 4 ( n ) = 2 r 4 ( w >. 

故得定理. 

习题 1. 经由以下之办法算出 

14 •丄 + 丄 + 丄 + 

1 ^ 2 2 3* 4* 6 • 
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由四维空间球 

“ 2 + T/ 2 + U) 2 + 2 2 < I 

中之整点数 A ( x ) 之渐近公式 

Aix) = 誓？ + 0 (:+〉, 

并用定理2以求出另一表法.比较之而得习题中所求. 
附注 ：由本 习题及 （6.13.2) 立刻得到^ 
习题2.箅出 

( j +点- A + A -占 + … )’ 

习题3.利用 


( 1 一 cosn ^) cot * ^0 = (2 n -1)4- 4 (n — l ) cos^-h 4 (n — 2) cos 20+ … 

+ 4 cosCn — 1) 汐 + cosn ^ 


以证明 


I ycot 2 y^4-^ + ^ 3 ^( 1 - cos^) + Y^F(1 — cos2d) 

十^^ —伽泌 + …}、 (1=0*' +9+ 占)' 

+ ^(^^-(5-1-00!^) -f~^(5-1-cos2^) 

12 U—J 1 — j 

+ ^^(5 + cos 3 们 + 


§ 8 .密 率 


命 r ,( n ， g ) 表 

■r; + … +jc? 三 ” (mod q) (1) 

之解数.如将 

• r ? + -•• + jrf =* y 

看成一变换，则左边有 < 个值，而右边有9个值.即对一个: y 之值，平均有9^个解. 
今讨论个别解数与平均解数之比值 

• , 、 r,(n*9) 

△•(”）= — T . • 
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3^(.n) — limA/ (n) • 

此称为不定方程 （1) 之/»密率. 

乂定义 

3。(《) = Hm ^ J...J 心 

此称为 （1) 式之实密率. 

今先往算出诸密率之值. 

定理1当 S 是偶数时，实密率等于 

—上 " 一 - n i -. 

(音- 1 )! 

证 :用极 坐标可得积分 

JJ (1 — X* — y* )*~ l dxdy = (1 — p l Y x pdp 


»-**-/>o 

今往用归纳法 证明： 


V , = J...J <ixi ••' dx , = —^~ - 

•— » J >0 ^*2* j • 


= ^2 /!• 


(v = 3, … ， s). 


V, = JJ* (1 — x* — xl) 1 ^ dxidxt J" … J" 

1 - 3 ^ —•‘ l ,>0 

= — V^I = T 5 ^-. 

音 ( f ) ! 

由此得到 

3。（” ）= lir^ J***J dx\ -•dx i 一 J***J di\ —dx ,) 

= (” _ ±江^>一 f = ^ l —”卜. 

( 音)广 25 (f-l)l 

要求出 /» 密率.我们黹要以下诸预备定理. 

命 
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- iumm / p l 


定理2 


证： 


f^a 

l 

^, Ap - ( n ) = △/(”). 

m—0 

i ： A,-Cn) = i ； S-L(f：^-)-, 

■ ■0 « = 0 * = I P t*= l 

〆 “ 

=E S 去 (Ef w A 

«t = 0 » m I r m = I 

V - r - 

_ r, ( n ， 〆 ） 


Zwiat / fi m 


-Irian/pf 


P U 


△/ ( n ). 


定理 3 设 s 是 4 之倍数 = 4 r . 若 fi 是奇素数，则 
〜=/ >- w C /( n ). 
证： 由定理 7. 5.6 可知若/> 则 


( iy * 


lx *// ， 


广， 


故 


A/(n) = p~ u 办 -w-V. 

«=i 

pya 

将 a 换为一 fl 即得定理. 

定理4 设 s 是4之倍数 = 4 r •则 

Ai (/ i ) = 0 * 

A,* ( n ) = C — l ) r 2 lKII > C |<(> i ). 

证： 由定理 7. 5.3 可知 

A 2 ( n ) = 0. 

又由定理 7.5.7 可知，当2七《时有 

^ ,, [2^(1+,-), 若2|/， 

=七卜，，若 2 ". 
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由于 （l + py =— 4及 （/ a r =— 1,故 


2* 

(2 〆 ' 2 丫 = (_ l ) r 2 l 耀， 


由此得出定理 4. 

定理5 设 s = 4 r,p ^ 2 */» r |( ”，则 


3 ,( n ) = (1 一伽… = Cl-p ”（ 〆 )-〜 ”〜（ 〆 >• 

卜0 

此处 

<r,(n) = ^d'. 

证： 由定理3及 7.4.4 可知 


及 


3 p ( n ) = ^ A /( n ) = 1 -h p 2rl C /( n ) 

;-o i -\ 

= 1-1-2〆"(〆 一 〆 1 ) 一 /»' 2Krf,, /> r 
<»» 

/-0 卜 1 

/■o 

定理 6 设 s = 4 r ， 命 2 K n ， 则 

H . 若 r *= 0， 

d z ( n ) = j(l —2: 一 : r + 2"， < H _1 》（2 2 r - l)Kl —2 卜 2r ) l , 若 r >0,2| r , 
1(1 - 2 <l_ * r,(r+,> C 2 2r - 1) X 1 - 2 , ~ lr ) _, , 若 r >0,2 I r . 

证明与定理 5 相仿，读者自补足之. 

定义命 

G ,(/ i ) = XX 3 〆 ”） 

声 

d.Cn) = 3 0 (”)6，（”） = 3 0 (n) Jj3^(n). 

定理7 若 s = 则 

— r A in ) = 8 JJ J . 

td 

证:命 ” = 2『 n '，2 七 n ', 则由 = 1^(1 -广〉 及定理 5 可知 
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又由定理1可知 


故 


d 0 (.n) = jc*n. 


a 0 (” ） n a 〆”） = 2—W). 

戶 >* 

若 n 是奇数，则已得定理.若《是偶数，由定理6可知 
9i(n) = 3 • 2~\ 

故得定理. 

定理8 若 s = 8, 则 

S t (n) = 16(—1)-2(- 1 〉分 . 

WU 

证:命 《 = 24'，2十《'，则得 


又由定理1， 


故得 


又 


故 


= ^7« /-3 a 3 
TC 

3 0 (n) — * 

3o(n)Jl^ p (n) = 16 • 2 S V,(»’>. 

，>* 

drift) -= (1-2 3<r+,> • 15)(1 一 j)】• 

S$(n) = 16 • •|*(2’ r - 导 ) ，“》')• 


当 n 是偶数时 

2<- l)^ 3 =—W) + 2 3 灼 （”'）+ 2 3 .*«y 3 (”’> + - + 2 l *^ 3 (n / ) 
tfl w 

=— 2^(^) + 

十 + I!^I 卜，） 


故得定理. 
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习题1.命 s = 2 r . 若 r 是偶数.则 

<1 一 r r ) f ( r ) G ,(2，，> 

{ n x r a ^ \ in ') ^ 若 r = 0， 

=< (1 - 2* r + 2 <| - rt < r + l > (2 , - 1))(1 -2 卜。-、’卜^ 〆 ”')，若 r > 0,2 || r , 
id — 2 < l _ r >< rH > (2 r — 1))(1 一 2 , r ) ( n '>, 若 r > 0,4 I r . 

若 r 是奇数，则 

LMdSVn) - ( )+ (Ill 

此处 


而 X ( n ) = 0，1»0，一 1，当 n = 0，1 *2,3 (mod 4) .又 


— 〉 = §(宁) ?, . 

习题 2 .证明 


习题3.证明 


办（”）= 2 r 2 ( n ). 


S t (n) = 16^X ( 爹 )/ — 4 客 5^)^. 


§9.关于平方和问题之总结 


上节已证明 n ( n ) =表 （ n )， 此是否是一偶然之巧合？亊实上，吾人可证明当 
3< s <8 时，常有 

r ,( n ) — 

但当 s > 8时，此推测不再真实. 

迄今为止，当 s <24 时， r ,( n ) 之公式皆已具体得出.例 如： 


= 爷 7 *、(” ⑻ - 4”)n( i+ ++ … 

此处 r 之定义是丨 


又 
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| 0, 若 O 由 7(mod8), 

Xzin') = 若 4 、妄 3(mod 8) ， 

[3* 2+% 若三 l,2,5,6(mod 8 )， 

其中《之定义是4«| n .4^ 1 J ( n . 

r “（ n ) = (w) + Mf ( ( - l>^259r(«) - 512r(-|-n)), 

此处 


ou (”〉 = 2( — i>^ n . 

而 r ( n ) 是以下的幂级数 

g((l — 9 )(1 一 9 *).") 為 = ^ r ( n ) 9 - 
»•! 

之系数，又若 非整数，则命 r (| n )=0. 

由定理 3.6 可知 

((1 -<7)(1 _g*〉(l 一 )•••)’ = (- 1)"(2”+ , 

故 


r ( n ) 


JT, C*,+l)+~ •+ 


((— l ) x > (2 x , + 1) + ••• + ( — l ) M 2: r , +1)) 


3>f+. ••+ 

具体算出者人名如 下表： 


t 

r.(n ) 之求出者 

2, 4. 6, a 

Jacobi, 1^28 

3 

Oirichlet 

5.7 

Ei.ienst«rt. Smith, Minkowski 

10.12 

Liouvillc, 1864.1866 

14.16.18 

Glaisher.1907 

20,22.24 

Ranunujan, 1916 

9.11.13 


15,17,19 

JloMSAse.1949 

21,23 





第九章素数定理 


§1.引 言 

本章之主要目的在于证明下式 


7^(JT) 〜 r— — * (1) 

Iogx 

此处 it ( x ) 代表不大于 X 的素数的个数 .（1) 式即为著名的素数定理.本章将给出两 
个证明 ：其一 应用了比较高深的分析知识(读者需具有一定程度的高等微积分及复 
变数函数论的知识），但比较直觉一些，其基本思路是 N . Wiener 所首创者.另一证 
明虽然并不用到很多分析学上的知识，可以认为是一个初等证明，但却比较难慷. 
此一证明是 ErddsSSelberg 所发明的.关于寻求索数定理之“初等证明”，乃素数 
论中历时很久的难题之一，此证明之获得乃1949年之事也. 

在以下各节中，我们并不直接去证明（〗）式，而证明另外二个与 （1) 式貌异实 
同的定理. 

设 T >0.令 

— ( 2 ) 

0( j ) = yiA ( w ) ― ^ logp . (3) 

p m <x 

(3) 式中的 Ain ) 即为 § 6. 1 例 6 中的 Von Mangoldt 函数. «9( x ) ,0( x ) 称为 
4 e 6 biuicB 函数.容易得到 

0( x ) == t J (: r )+ t ?( 1 r 1/ *)+« K ： r 1/s )+ … （4> 

及 

㈣ = §[^] logp ， (S> 

式中 [ fe ]** 黯的整数部分 • 

定理 1 我们有 

ins = ns ^ = its ^ (6> 


及 
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lim 


nCx ) 


lim 利 3 ^ = lim 

<1^ ■•和 工 jr • oo 


0( j) 


: x ( logjr ) 

证：由 （4) 及 （5) 易得 

[?( x ) ^ ! p ( x ) 《2 |^^ log /> = w ( x ) Iogj , 


故 


is 迎 < ns 迎 < ns. 

X-»0® X J^»o= X f»OD • 

又设 0< fl < 1. J ：> 1，则 


7t( j) 

( log )' 


dix ) ^ ^ log /» ^ { ir ( x ) — w ( x - ) Hogj - 
^ a { it ( x ) — x * } logx . 


因为丄= 0,故 


n(j) 


: j *( logx) _l 


对于任何小于 1 的正数 a 成立.故得 


lim 


0( x ) 


^ lim — 
— 1 


ir(x) 


Clogj )- 1 * 


联合前面已得到的结果，故 


及 

成立. 

或 


ISi = is ； ^£1 = 115 ；紙 

x — «> jrClogj ) x — » x x 

至于 (7) 式，亦可以同样证明之. 

由定理1及定理 5. 6. 2立得 

定理2 设: r >2, 则存在常数 <：•• >0(: = 1,2,3,4)，使 
Cix ^ e9(x) ^ czx, 

c%x ^ 0( x ) ^ c 4 x 

又由定理1立刻看到，若欲证明 （1) 式，只需证明 

0(x ) 〜X 
d(x) — X. 

在证明 （10) 式之前，先来叙述若干必要的预备知识. 


(7) 


(8) 

(9) 


( 10 ) 

( 11 ) 
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§ 2. Riemann ^ 函数 

今后常用表一复数,(7及/为实数，级数 

• m 1 

0J) = 2 -T (a > 1) (1) 

»-i n 

称为 Riemann (函数. 

给一 <|>1，当时，因为 

故当 (T > > 1时是一致收敛的.由于 a 是大于1的任意正数，故 t ( S ) 在 CT > 

1的半平面上是一个正则函数. 

定理1 命 

his ) *= ? :⑴一 

在半平面 a >0 上, A ( s ) 是正则函数，且 

| h(s) |<-^(^>0). 
a 


证:命 




/ As ) - 

u^'du* 

fCs)= 

■-I 

^]/.(s) + f iT’du : 

- S/.(s) + ^-r(a> 1). 

*-i s * 


o 1 , 

^v-^dx/j^l s | 

v *~ l dv (n^«^n4-l)* 


1 / As ) 1 

=IJ (rt-* - “‘’)du 

|<l ^ 1 J v^dv. 


设，一丁 </<T , 则 

I 2/.Ci)|< 2 I /.<*) Kl *1 r»^-'dv= ifJ-N 

■■.V ‘V J N O 


a 

故级数在 0< fl <« j <6, _ r < Z < T 内一致收敛.由于 a 可以任意接近 

1 
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于0,而6,丁可以任意大，故 Ms ) = 在^>0之半平面上是正则函数.因此 

n= J 

(2) 式可以看作？ ( s ) 在半平面 a >0 上的解析开拓，而 5 = 1为其仅有的一次极，且 
留数为 1. 

由 （2) 式即得 

卜 ⑴ — | = I 2 ,- ⑴ I < I ^ I w _r " 1 dv = 0). 

定理证完. 

定理2 在半平面1上关 0. 

证：当 1时，_ +绝 对收敛，故由定理 5. 4. 4得到 

?(5> = s = II (1 - p^~ x * ⑶ 

—I n p 

此处连乘积过所有的素数 p . 由于每一因子皆非零，而乘积又绝对收敛，故当 (T > 1 
时, ㈣ 关 0. 

在1时 ，（( s ) 有一次极，今：证明者为：当 <关0时， 
f(l + ii ) ^0. 

今研究函数 

95,(0 =| f ( l + e ) l J I f ( l+e + 紅 ） r 丨 f ( l+e + 2 iO | 

( e > 0,£# 0). 由 （3) 可知 


<pso = IT a ” 


此处 


故 


op 




P ih 


i 

i+rnF * 


log— =_ 3log(l 一 ^37) — 4l?log(l — ^4^)—i?log^l — -p^: 

=J] 一 P (,+ * >- (3 4 - 4cos(»i/log/») + cos(2w/log/>)). 

由于 3 + 4cos 没 +cos2^ = 2(1 + cos^) : > 0, 故得 

loga, > 0, 

即 

I ，•⑴ \> l . 

若 = 0,则 

r(l+€ + £0=J ^ (a -+-1/ )da = O(e). 


( 4 ) 
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由定理1已知 

= od), 

故可得，对任意小的 e ， 常有 

= 0( c ) » 

此与 (4) 式相矛盾. 

定理3 命 

-| — I — =足 ( 5 〉 

当 0> l , g ( s ) 有一级连续导数. 

证：微 分定理1中之 / i ( s ), 可得 

⑽ =-(7^ T 7 + a，(i) ' 

此处 h ，（ s ) 是在半平面 a > 0上有处处连续导数的函数.再则，由定理2可知 
1 _ s - 1 

f (7) ^ 1 十 (》 A — ⑴ 

在 a > 1的半平面上正则，故在此半平面上1 + G — 9^0. 

因此， 


d -{ u ^ Ty ~ h ，( s ) V , - li 

^( s ) 1 + G — 1) AG ) 


此 g ( s ) 适合定理中所要求的性质. 


3.若干引理 


定理1 若 /(： c ) 有一级连续导数，则 

^ fU)e M dx = O(y). (1) 

证 ：用分 部积分法可知 

-jy<a:)e^cLr}« o(y). 

定理 2 

r ^£cLr = K. (2) 

J -OO X 

证:命 




•/ O (1 < a <2, 1). 

固定 A >0, 被积分函数是 《及工 的连续函数，其关于 a 之偏导数为 ir + cosar , 亦为 
a •及 a 之连续函数.由于 


存在，故积分 


关于1 < a < 2 —致收敛.因此关于/可以在积分号下求微分，即 

d ； _ f~ j k 

S-Jo e cos or da: = -^. 

此等式之右边连用二次分部积分即得.再积分上式得 


J = tan' 1 ^ (1 < a <2, 0< 1). 

固定 a ， 当0 < A < 1时， J 是一致收敛的，故 * /当0 < 々< 1连续.因此 
limi =* [ dx = lim tan 1 

*—(H Jo X *—a+ k L 

特别当 d =1 时， 

r 

J -«» x Jo x 

定理 3 命^<0<6.若 /( or ) 有二级连续导数，则 

lim 丄 「 /(i) ^^-dx = /(0). (3) 

•r* 00 A J ■ X 

证：今研究 

|\/( x )-/(0)) ^^< Lr . 

在 0 点丄 (/ U )-/(0)) 有一级连续导数，故由定理1可知 
x 

lim|*(/(x)- /(0))5i^<b ； = o, 

即 

lim =/(0) lim 丄「 

TT J • X 71 J a X 

=/(0 ) 丄 lim 广 = /(0) — r ^dx. 

JC »<—^ X It J -oo X 

由定理 2 即得定理. 

定理 4 命 A >0 及 
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K k U) 


若 |x|<2A ， 
lo, 若丨 x|>2A. 


则得 


此处 


1 广 


K.COe^dt = Mi), 


证：易见 


若 x = 0，显见 


k x ( x ) 


k A (jc) 


若心 
若 : r = 0. 


2 A 


iO 1 —点) COSiId( . 

i 2 


k,(.x) 


若工# 0, 用分部积分法即得所求. 

定理5 


K , Cr ) 




:2 A . 


k.COe^ dt. 


特别取 A = 1， 


: 0,可得 


丄广 s»n 2 J 

7 T J —00 X ^ 


证：先研究枳分 
I((o) 


k i (t)e ig, d/ 


dx — 1. 


2 r- 


l(/>cos :rt df. 


由 （5) 可知 


Kco) — —J J (1 — costa cosxt dud/ 

*= —j* (cosCtt -h a:)t + cos(m — x)t)dt 


y . a ( i_ ^)( 


sin (k + or 〉 * ； 」 sin(u _ x)to 


)du. 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


(7) 


若: r >2 A , 由定理 1 可知 = 0; 若 0 < j : < 2 A ，则由定理 1 及定理 3 可知上 
式第一项之极限为0,第二项之极限为1 一吾.由于积分 (6) 为: r 之连续函数，可知 
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K . C 2 A ) = 0, K ,(0) = 1. 故得定理. 

定理6 若 /( t )>0(0< f < oo ), 且对任一: T >0, 区间可以分为 
有限段，每一段中 fit ) 都是连续的.又设对任一 e > 0,积分 

£ V -/ ⑴ cU 

收敛，则 


limf e = f /(/) d ^. 

r—oJo J 0 

证：因 /( Z ) 彡0,故 =/(/) d / 随 T 之增加而增加，因之 

dt 


(8) 


或为一有限数，或为 
因 


故 


但另一方面 


故 


命丁 — oo , 立得 


故得定理. 


£、_•/⑴ df < JJ/ ⑴ d“ 

Hmf e ^ I 

r*0J0 Jo 

iinifVv (⑽ > f T /(0d/. 

f *0 J 0 Jo 

lim£Vv ⑴ df > J"/(/)d/. 


§4. Tauber 型定理 


定义 若 / Cr > 在 一~<: r < oo 中有定义，且适合 

ii ® {/(》>—/(1)> { y > x ), (1) 

则 /(： C ) 称为慢递减函数. 

定理丨设 /(： r ) 是慢递减函数，且满足丨/( X ) |<从(一00<:«:<00).若对 
于所有的 A >0 皆有 
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lim 

r-^oo 


则 fix) 一 lix -*■ oo). 
证：由定理 3.5 可知 


J 九 （Z — /) f(Odt — /« 

f °° ^ d « = i , 

J-O® U 


故不失一般性，我们可以假定/ = 0. 

若/0:»0,则必 存在在 >0及一数列 U . Xa - oo )， 使/(々〉<一沢1， 
2,…）或 /( a ：,) >$成立•不失一般性，孖人假定/(々> >沢„ = 1,2, “•>•(/(：!：■) 
<- S(n = 1,2 ，…〉 之情况同样证之 .） 

因 /( J ：) 为慢递减函数，故存在： r 。 =1。（幻及 7 = 7( 幻，使 

/(y) -/(X) >- 音 (x > x 0 » 0<y — 

成立.特別取 : C 6 {： rd , 则得 

/(<y) > 音 (x 0 ^ x ^ ^ x + 2iftx 6 {jt*)). (2) 

由 （ 2 ), 当: c >: r 。 及 16 U -} 时， 


走 *(工 + ” 一 Of it) 

dr 


^2^1- ktU+v t)dl 


- * rv<x- 

2 -/2it J*-, 

*- u)du - 

- 


— u)du 


= 封 * 爲 _ 

-IK I 
v^T J 

[Kv)dv 

= 立「， ?inli£! dtu _ 
JC Jo w 

.2Mp 

K J Af 

~^r dw 

音 (A -► ’ 




故存在 A。 适当大，使 

~^zij ^a 0 (x H- — OfCt)dt ]> (x ^ x 0 * j ^ {jt»}). 
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命 o ： 按趋于无穷.则 

息； fe : v : + 

与假设相矛盾.故必须 /( x ) — 0. 定理证完. 

定理 2( 池原止戈夫） 设 h ( t ) 是区间 0<£< oo 上的非负递增函数，且对有 
限数 r , 在区间 0</< T 中, A ( f ) 只有有限个不连 续点； 又若积分 


f(s) = r 

Jo 


e M h(t)dt (er> 1) 


收敛，且对任何有限数 a , 有固定的常数 A ， 使 

在区间1/丨<«中一致成立，而 gU ) 有一级连续导数，则 

= A. 

证:命 


(3) 


(4) 


(5) 


aU ) 


• hU ) («^0), 


A(t) 


{: 


A (i>0 >， 

u<oy. 


[0 (<<0)1 
今往证明以下 诸事： 1) 对任何 A >0, 积分 

IAx) = k.Cx-OCaiO-ACO)^ 


( 6 ) 


存在》2> 

Um/ 4 Cx) = 0 

及 3) a (/)- A (/) 是有界慢递减函数.若此三点证明，则由定理1可得出本定理. 
考虑积分 

/ A „(x) = -^=. p k.Cx - OMO - 6t. 

由假定可知此积分对任意 £>0. A >0 皆存在.由定理 3. 4及因积分 

关于丨 j ; 丨是一致收敛的，故 

IxtU) = h { , (aa)-A(r)) ^ -df \ U z K x ( y ) e i(J ~^dy 

=J- r KAy)^ dy r U ⑴一 A ⑴ WWd/ 

47 T J -24 J -*. 


(7) 


h tu Ki{y ^ ( /a + * +f,) ~ rr ^) dj, - 


由 （4) 可知 
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«— 0 67 T 


[ g (. y '> K i (. y ) e a, dy 

J 一 u 


再由定理 3. 1可知 


limlim/*., (I) = 0. 


但另一方面，由定理3.6, 


limI A „(j：) = lim L^. ( k k ix — t)a(t)e~ 0 At — A k x (.x — t)e tf d/) 

«—0 •—0 y/2iz'j 0 o ' 


走*(工 一 — "^=1 J" ki(.x — t)dt 

■ - ^ L — J — f )( a (/) -- A ( r))dr = / i ( x ) 


故由 （8) 式可知 I ,( x ) 是存在的， EW 得性质 1) .再由 （9) 式得性质 2). 

今往证明性质 3) .由 A ( t ) 之定义，可知只需证明0(0是有界慢递减函数即可. 
由（7> 式， 

lim j _ [ kiCx — t)a(.t)dt — lim — t)A(l)dt 

■ r vZn v2»t J * 

=.[^( — ) Z du 

y /2^ J y IK \ U / 

=△ r (iin«\* dM = A , 

K J -on V U / 


故存在 JT 。》 当工 > JT 。 时， 




t ) a(£)df < A + 1, 


j a(i - ~ jd / < » r(A 4 - 1) ( j * ^ Xo ). 


由于被积 ¥ 数是非负的，并以 x +^| 代替 x ， 可得 


Cd 、 卜 + i - f) df< “A + l ) ( x ^ x 0 ). 

又由假定可知 e ^ aCt ) 乃 t 之递增函数，故 

a ( x ) e ~^ j * d / < it(A 4 - 1) ( j : ^ Xo ). 

命 A -► 00 * 即得 

aCx) < A + l (x^x 0 ). 

当 x < a 时 ， hU ) 有界，故 a ( i ) 亦然，此证明 TaU ) 在 一 oo <； r<oo 中是一有 
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界函数. 

又对任一 8>0,有 

a(.x + d) — a(x) = e~ x {e~ 9 h (x -f S) — h(.x)} 
X h(x)(e a -l), 


故 


lim{a(x-f-5) —a(x)} ^ 0» 


即 a ( x ) 是一慢递减函数.定理证完. 


§5.素数定理 


本节将应用池原止戈夫定理来证明索数定理.吾人并不直接证明素数定理，而 
去证明下面与素数定理貌异实同的定理（参看 §1). 

定理1 0( j ) 〜 x . 

证： 由于 〆 x ) 的定义可知 0(: c ) 是 J ： 的非负递增函数，且对任意 T , 在区间0< 
z < T 中只有有限个不连续点. 

当 1 时，由定理 1.2, 及 （ 6.14. 5) 式得 


J e )dr = J “―(… 》 0(tt)dM 

»-l ^" .-I ，《> J • 

1 二 1 Jl. 

* -J 2(»-• - (II +1)"*)2a ( m) = y •一 (” + 1) _, )2-A( m ) 

i * v 

= — lim ) ^y\(n)n _, — ( (m) )(N -f l) - '} 

j n —« mK - s 


-S 


丛? 2 —丄•穿 4 

n s f ( j ) 

由定理 2.3, 知函数 

-丄匕 ^__ 1 = —丄^1^2 + _1^_丄 

5 f(S) 5—1 i V S 一 1 / S 

在时有一级连续导数，故对任意 a >0, 在丨 f |< a 内一致连续， 
故有有一级连续导数之函数#(<)，使 


^( s ) 

在 | z 丨< a 中一致成立.由定理2可知 


迚卜1 留 — 占) = * (,) 


limtT’〆〆） = 1. 
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命〆=: T， 则 

lim 必尹含 1. 

定理得证. 

习题1.设表示第》!个素数.试用素数定理证明 


lim -/=- 
« nlogn 


反之，由此也可以推出素数定理. 
习题2.试由索数定理推出 


M(x) ― 2" (”） * oix). 


习® 3.试由素数定理推出 




习题4•设” = />?i …，定义 

w(n) — O(n) = + a: + ••• + a*. 


n»(x) ― ^ 1 ， r*(x) ― 2 1 ， 

■<< »<* 

i9t(x) = 2 log(p, …/ >»)， JJ 4 (x) =2 1. 

(注 意： 此处之求和号表示过家数 A ，… ，九 ，而具有性质/», …九 < •! 者I同一组仏， 
… ，九 若次序不同亦算作不同 .） 

试证： 


IL ⑴ 


ib:Clog log.r)* 
log:r 


( k ^2 ) t 


0 k (x ) 〜 fccdog loga:)** 1 (Jfe>2>, 


H*(JT) 〜 T*(<Z) 


xOog logx)*' 
(k — 1)! logj ： 


ik ^2). 


§ 6. Selberg 渐近公式 

§6-8 中之 i?，r 均表素数，不再一一声明. 

定理 1 (Selberg) 设 i > 1,则 

t3(x)log x4 - 2 设 ( 爹 P 38 2:clog x + O(x) > 


( 1 ) 
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^ log 2 p + y!log p log q = 2j：log j: -f O(jt). (2) 

在证明之前先证 次引： 

弓 I .若 F ( x ) t G ( x ) 为二当 :r 彡 1 时定义的函数，且 

则 

(王卜 F(x)logx4 - 

w<.r \ ' 

证：在 § 6. 4 中已知 A(n) = 2]/i(d)log j ， 故 

mti,— 

=gF(f) ☆(” )(logf+ 0 
= gF(f)b g f •※⑷ + gF(f 卜 
=F(j：)Iogx - t ~ ^F^y-| a (/). 

定理】的证明 命 y 表示 Euler 常数，在 §5. 8中已知 
E 士 = logx + 7 + 0(j). 

又 

&(吾)= 2 A(/W) ^ 2 2^ (d) 

=^ log/i — I \ogt th + 0( logjr) = orlogx — x 4 - Odogx). 

•t, J 1 


在引内取 


F(x) = tp(x) — x4- y-*~ 1» 

(3) 

H*. 

GCx) = 

=logx 2 必 ( 王 ) 一 Jrlofrr 丄 + (y+ Dxlogx + O(logx) 

ICW<T ' 11 ' ^ H 


= 

= 0( log 2 x) = O(Vx). 


由引即得 


F(x)logx+ 2]F(^)il(n) = 0(2 ^)= OU). 

(4) 


由于定理 5. 9.1 可知 
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2 — logx 4-0(1). 

•<! 71 

故由 （3), (4), (5) 及定理 1.2 可知 

= xlogx-l-xj] ^^2 — (y4 - Dlogj — (y+ +0(:r) 

n 心 

= 2x\ogx 4-0(j). 

由定理 1.2 可知 


— 备汐 ( 爹 ) log P = — 2 logplogg 

: 0 ( 2 logp log^ )= 0(2 2 lo «9) 

■ o (| io g „(^))= o ( xSE ^) 

■ o (%^ Ty )=0(,> 


及 


0( x ) = …+ 汐(了[器] )= i 9 Cx ) + 0( logjr - tJ ( j ,/ *)) 

= t ?( jr ) - f - OC ^ Mogx ). 

由 （6),(7),(8) 即得 （1) 式. 

又由于 

i9(j)logj-— = 2 lo 8 T* ^ 2log 户 ( 2 丄 + 0(1)) 

P<Z 声 <■* P P<X ' n • 


2 丄 2 1 。 從 + 0( 於工 >) 

0 (:2 ^)+0( x ) = 0( j -), 


即得 （2) 式. 


§7 .素数定理的初等证明 


命 


(5) 


(6) 


(7) 


( 8 ) 


由定理 1.1 可知素数定理与 


R ( jt ) = iJ ( j ) — x . 


(1) 
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( 2 ) 


I?(x) A 
lim ——— = 0 

等价.在证明 （ 2) 式之前，先证以下数引： 

引1 若 ：r >3,则 

V lo 卟 i2gg = i-log 2 x + 0(logx), 

念妁 2 

V lQ gfl°g2 = logi 十 0(log logx) , 
pq log pq 

2 = ° (lo 8 l °8 x) - 
f <J / >log ^ 

证：命 A[ !^ ， 由定理 5. 9.1 可知 A (”） = bg« + r B ， 而匕 =0(1). 

故 

^ \QRP logg ^ ^ 1 〒写 ^ l -^log|--hO(logx) 

= {Ain) —A(n — l))log — + 0(log x) 

― ^ A(.n) |log ■^•― log n ^ j-HO(log x ) 

= 2 logn • log(l + -i-)+o(5]log(l 4-^))+0(log x) 

=+ 0( log x ). 

同法，利用上式及分部求和法可知 


logp logq 
^ pq log pq 


- logj ： 4 - 0(log log x). 


又由于 

2 


nlog 


2x logx 


kS 士 +S 


log 


2x logx 


§ 士 fv“l^ + ° (1) 


，J 


d“ + 0(l)= 


f J du . 

J{ u log u 


+ 0(1) - 0(log logx) * 


故 
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S = 2<A(/|)-A(n-1>) 

p log —■<•*■ 

P 


Sdo^-logU-DJ-^ + olg,. 命 - 

n 

° S n i og ?£ = OClog logx). 
n t 


引理证完 . 


引 2 , (I) + 2 lo^SS = 2x + 0(^) U > 2). 

证：命 B ( n ) = yilog /> logg , C ( n ) = ^ log 2 /)， 则 

。 ( 工 〉 + log /) log<7 _ C(n) — C(n — 1 ) + yi B ( w ) — B(n — 1) 

it lo gP9 — & log” ^ log^i 

= ® + OT + 2/ C(n) + B ( n ), | li - bi ( i + n } 

/ … log ( l 4--) 

= 2J + °( i ^) + . g / 2 " 108 " + ° ( n )) lo gn log ( nVl ) 

= 2x + °( i ^)' 


引理证毕 . 


引 3 /?(j：)logx = S^«(^KO(,,o g .o g ,) Cx>3). 


证 ：由引 1 及引 2 得 


Y» log/> 

+ ° ^ p \ o ^ 

p 

= 2x\ogX — 2 l° gr 。 ( 吉 )+0( J log log:). 


将此式代入 Sclberg 公式（即 （ 6. 1) 式），得 


d(x)\ogx = S ^ )+ OUlog logj). 


将 （ 1) 式代入上式，由引 1 即得本引理 . 
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引4 1^),<^2|^)| + 0(^) Cx >3>. 

证:将 （1) 式代人 （6.1) 式得 

/?(j：)logx —— y^R ( 爹 )log/> + (X:r>’ 

故由引3可知 

2,^)|, o g ,< S |^)| 1 o g p + |：^|^)| 

+ 0 ( 0 ： log Iogx). 

由引2及分部求和法，并注意 I 丨 a 卜 | 6丨丨<| 故 

21 ^ 1 2 (S lo ^ + 2 ^)(Hf )1- HM) 

+ 0 ( 系 log/»+ g ^ g? )+0(j：log logx) 

< 2 盖”(卜⑸卜 | R (^ fr )|) 

+° (石, i^i|| R (f) 卜卜 Grii)||) 

+ 0(j：log logx) 

< z s |*( f )|+ o ( > s i i ^ Kf )-'>(^ T ))) 

+ 0 (I 石 , 点 ( 士一击 ))+ 0( ㈣ logJr) - 

由定理 1.2 可知 


(点-成、>) +0 ⑴ 

°( x Siniii ) =0( - rl08 log 工)- 


2 I i ?( x ) I logj i ?(~) + OCxlog logx ). 


明所欲证. 

引 S 若: T >1 •则 



logx H -0(1), 
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2占(|卜工 log x + 0( j :). 

证：因 

故 

n<X n ^2 71 K.M Ks ^<»<x n 

=S 1 。 從 ( 士 +G ( 泰 )+0( 士 ))= logx + 0(l). 

又 


2 S 1o ^p = S ^ S 1 

x, " Kf 技 ， 

=y]log/> • (爹 +0(1))= xlogJT + 0(J：). 

引 6 2 l2pi?( n ) 2 士尺(”)及(含 )+0(1). 

证：由 Selberg 公式（即 （6. 2) 式）及分部求和法可知 

y\ log^plog ― • 4- 2 log》log9 log ~ = 2x logjc -hO(x). 

T<> p pq 

由于 


log 吾 ss 2 丄 +0( 士 )， *Og ~ = 2 丄 +0( 士)， 

p ^ 1 pq n 'p 1 

代入上式并交换和号，可知 

2丄 Z log 2 /> + E 丄 D lo g 夕2 10 卵= 2 jlogx + 0(x) , 

n ，<« 11 p<m 

即得 


+ X J = 2 xlogjr + 0(:). 

将 （1) 式代人上式，并利用引5,即得引理. 

引7 若 OCaC 1,且存在: r 。， 当0：：>0：。时有 

I RCx ) |< ax ， （3) 



则存在 J ： •，当 :r > x , 时，区间 （（1 —< y ) u x , x ) 皆包含一个子区间 （ y ， r * y )， 当 y^z 
时 


R(z) 



a~h ff 2 
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此处 s = a -^ sl . 

证：由引6可知 

|g I S ^(») R(f )| 

+ I . I ? X)H 2 X )| + CK : t 〉 

^ x 2 ~ + OCx ) — < y*xlogx 4 - O ( x ) * 

n 

故当 : r >: r ，时， 

I ,S ~^^ Cn ) I <； ^(x -f or ^ logj - 4- O ( x ) » 

此处0： ； — (1 — tf ) U X . 

倘若 /?( n ) 在 ( x '，: r > 内不变号，则必有>(: T ' gygx ), 使 


1尺（ 


~ 2 < ff 2 (x + x / )logj 4 - O(x). 


由于 （1 一 ( T ) 1 * < 


l + 15<y 


，故 


❺卜当+。(忐)<¥叫 i ) 


< a -^ l±M u > x ,). 


(4) 


但若及(”）在 (〆，■!) 内变号，则显然有〆使 I R ( y) | = O(l0g：y)， 故 （4) 
式仍成立. 

当 l<:v<y 时，由引2可知 


由 （1) 式即得 


叫 A ). 

R(y f )-R(y) l<(y-y)+ 0 (j^r). 


( 5 ) 


命工' < 力 ，：y 2 < x * yx 适合 （4) 式及 一 < 也 < 〆•由 （4),(5) 可知 

y \ 


^! < 

/?(: y,) 

•& + 

i~yi 

yt 

3^1 

yz 

yt 


<^々 +(e •— 1)+ 。(忐) . 
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由于 〆 <7^ (0 <&< D ， 故 


| R (3；：) J < 1 + 3< y 〉 i 

' T ^ s + I 

!r^ _1 ) +0 (ii) 

/(7(3 + 5( y ) 
< 8 ' 


)< a Y <- x >^- 

当; y , < YTJ §-/ 时，可知 〆 ; V , < x , 故取 y = y , 即合所需.当: y _ > 


时，则 "jy, >^1^： >:'，故取: y=-P：yi 即合所需. 

引理证毕. 

素数定理的证明 已知存在 c > 0及: c' D ,当： r > /时有 

(9(jr) > cr (6) 

(此即定理 1. 2) .由 Selberg 公式可得 


= 2 x ~ iiS ' , ( f ) lo 8/,+0 ( i ^) 

= Zx - i ^ S ，5 ( f) lo8/,_ ii S »( f -) iog /.+ o ( i ^) 
< 2 *-^ + °(^2 ^)+0(^) 


=(2 —c〉:r + 0(j^^)< (2 — "I")：*： (x >■ x 0 »c > 0). 

由 （1) 式即得 

I i?(x) I <C (ToX VX > Xo » tf。= I 1 一 专 I ， 0 < 0 。 < 1>. 


命 


c - (1- ao ) 14 


„ _ a 0 (1 ~ <To ) 
$ - 32~ 


由引 7 得知存在 or , 。>0：。，当：>气时，任何区间（「 1 <)^<『<€~)都包有 
子 K 间（夂 J ，当％ ” 时， 

| 9 ( f )| 〈中. 

由引4可知 

1 R<i) 1 <i^5.| R (^)| + ii I S | R (f)| + °(yfe) 

ii^- 4 - —— <*«C* 

’*u •» 
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a 


丄十 ㈣ 




\/\ogx ' 


< 


logj 




(go — ) 


.忐 Ul •士 +o( 竞) 


< <ToJ - 


< Jo J ' 


Oo 


(go ~ go ) 
2 


命£(叫 *)) + 0 ( 念) 




¥. 忐 . 讅 +。( 


•/logx ' 


( 1 — OoVoa 


1024log 


1 一 <70 


x 4 - 


°( 


yAogx ' 


<.(Tc ( 


(卜 ㈤ 卜义 


< tfo ( 1 ' 


■/ log :」 

2000 ) J = ff,x (工 >1. | >工〜>， 


1024 

(1 一仇 >， 


此处 CT , <办•不断用上面的手续得到 

I R(.jc) | < a n x (-r > x, n ) 


此处 


1 


(1 一〜 ,） 3 , 

2000 , 

(1 — ffo ) 3 


< On-\ (l — 


( l - ga) J 

2000 


)( 


< 办 g 一 2o6o r ，故 !^- = ° - 


明所欲证. 

§ 8. Dirichlet 定理 

定理1 ( DiricAM ) 若 A >0，/>0, U , Z ) = 1，则形如如+/之索数之个数无 


穷. 


本节将证明下面较定理1强的 定理： 
定理2 若々>0，/>0，（々，/) = 1,则 


log /> 


此处 
k 有关. 


g 

^s/<inod i) 




p 9 U) 


logxH - O ( l ), 


表示就所有不超过： c 的形如 h +/的素数求和.与 O 有关之常数仅与 
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证明定理2之前笛要下面数引: 
若 3 C 为非主特征，命 

UX ) =坌迎 


L ,( X ) = 2 


Z (”） log ” 


引1 设 X 是非主特征之实特征，则 L ( X ) 关 0. 
证：命 


2 x ( d ). 


[1 + 1 + …+ 1 = Z + 1， 若 X (/>) = 1， 

F ( 〆） = ji 一 1 + … + i = 1，若 X ( p ) =— 1，/为偶数， 

ll - 1-h - 1 = 0 ， 若 x ( p ) =- !,/ 为奇数. 

而 F ( n ) 又是积性函数，故 

v 、 fl , 若”为完全平方， 


F («) ^ 


. 0 , 其他情形， 




伹另一方面，由于当 X 非主特征时，有 


(此可由习题 7. 2. 1及定理 6. 8. 2 得之. ） 故由例 5. 8. 4得 

G(j) = S ? 7F ^ X(c/> = 

= y 1 y yU^ly i 

= J^_4 {0(x -i ))+ 2^j2^ + c l+0 (7J)) 
= ⑴ 

= 2 VlL ( X )+0( l ). 

若 UX) =0, 则 GU) ， 0(1) .此不可能，故得 引理. 

, u Cn)X(n) fOU), 若 L(30 关 0， 

… n {- logx-foci), 若 m) = o. 


(.6>0, x > 1). 
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证:在定理 6. 3. 3内命 H ( n ) = Z ( n )， f *( n ) = n ， 则由 

G ( x ) = 2 F {f) HM = xLa )+ OCl ), 

故 

x = FU) = 2/^ (n)G ( —) H(n) = ^L<X) 2 ^ (w ^ (w 2-hQ(j), 

l<»<x ' U ' 71 

即得 


ux)y, x -— = on). 

^ n 

若 UX) 尹 0, 则 ; 2 ^ n . )x(n 2 = 0(1), 即得定理 . 但若 L(X) = 0, 则在定理 6. 3. 3 
»<* n 

内命 Fix') = xlogx,H(n) = X(n )， 故 

GU >= gF ⑸編 = xg， 。 gi 

=L(Z)xlogx — Lj (X)-r + O(logx) 

=—Lj(X)x + 0( logx). 


由于例 5.8.2 可知 ^] 〖 08 王 = O(jt), 故 

><X n 

xlogj- = 2 户（”〉 == j — Li(X) f 

+ 0(log 含 )} = 一 M + Oix). 


引理证毕 . 


foci ). 若 L(x) 关 0 , 


弓 I 3 y' Xip)\ogp 

〜 p l- logx + OCl), 若乙（； 0=0. 

证 U X( / >)log/> = ^ X(n)A(n) + q ⑴ 

= $ xf - dmcn ^ dnogj '+ od ) 

- ^ ^ Xid^logd' + 0 ⑴ 




u(d)X(d) 

d 


LiW + O 


log 


7 


c/d 


■ 0 ( 1 ) 
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^ d 

故由引2即得所欲. 

引 4 设 X 为非主特征，则 UZ ) 乒 0. 

证：设 N 为 mod 走之非主特征之中，使 UX ) =0者之个数.又以表示过 

«> 

mod 々所有的特征.则由引3及定理 7. 2.4 与定理 7. 2. 5得 


P ,r> ^ P % P 思… 


^( / >)log/> 
P 


( 1 一 N)logjr -4-0(1). 


但因 < p ( k ) 2 故必 0< N <1 •又倘若 ；》： 是复特征，则必 UZ ) #0| 

t) 

否则亦得 ui ) 二 o , 则 ; v >2 矣.而当 x 是实特征时，由引1知 ux ) 关0,故 n = 
0.引理得证 • 

定理 2 的证明 由引3及引4得 



屮（灰 > log.r 


9U) 


9>(k) 
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x~**>o 工 *2T 


0/( J ) 

X • 


史 （ ife)logjr <P(k) 

2) 证明： ^!/i(</)log 2 — — ACn)log«4- yiA(</)A^ j-j. 

将上式两边关于 《 求和，求和的范围为 ：1 < rt< x,ns / (mod A), 则得 


2 log 2 P + 2 logp logg = ^-^xlogx-FCKx) 

pmf^iod ki 


»g^»?(niod i) 


9(k) 


及 


^(j)logx + y] log/»^<? (—•)— ^^ Jrlogjc + O(x) 


此处歹为同余式 /> 歹三 1 (mod k) 的解 . 
3 ) 命 


A ( x ) 


<P(k) 


- +/2 f ( j ：) , 


R ,( x > io gI = 2 n^^ aR «(^) +0(jrlOB logx) • 

4) 1 R ' (i) ■⑸ Mt)- 

(«,*)-! 

5) § = m/. ( ”)o +o( :). 

6) 若 0<< y < l ， 且存在 j :。， 当 0 ：> 1 。时•丨 R ,( x ) |<-^-，则必存在；1：,,当工 

?(k) 

> z ，时，区间 （（1 一 < T ) w x , x ) 皆包含一个子区间（: 

时， 

I Riiz ) | 〈 1 # <r + a z 

I * i 炉⑷ • 2 • 

7) 试先由定理2导出存在 <7。及 J 。， 而0<(7。<1,当 Jr 〉：!：。 时， 


|R,(X)1< ^- 


再由此并利用 4),6 ) 即可证明 


lim = 0. 
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§ 1. 简单连分数 


a 0 + - 


+上 

a,v 

谓之有限连分数 （finite continued fraction). 若 N = °°，则简称连分数，此时之连分 
数之确实代表一数，将于以后证明.上之写法颇占篇幅.故通常以 符号： 


a 0 + - 




或 


来表示.由计算易得 


[ao ， 


[一][°。一卜 


普通写 


[a 0 ，fli .•••♦a .] ; 


9 •’ 


0<n<N, 


其中 />„ 及 9« 为 a 。 …之多项式.对任一 fl 汝为一次式.其分母与<1。无关. 

—名为0。，…， fl.x] 之第”个渐近值或渐近分数 （n~th convergent). 

9 - 

定理1 诸渐近值间有次之 关系： 

Ao=a 。， P\ = «I«0 + 1* pm = a-p^-1 -f Pm-2 (2 < n < N) ♦ 

9 o = 1* 9 i — an q n = 4- q^-i (2 ^ n ^ N). 



• 234 • 


数论导引 


证 M = 0，1 及2时，可以直接从运算得之，设 m < N , 且假定 


[fl 0 ，•••，《■] : 


Pm _ dmpm 1 + Pm 2 
Qm a m qm -\ +9 _-Z 

此处 P … q … P … q— 皆只与 a 。， …，有关.进而用 W 纳法以证明定理.因 

= [ao * — > a M . a„^i ] = Fa 0 ， fl - + —^― 1 

9* h-i L a^+i J 


[ a 0 ,—= [ a 0 , 

( a - + 士卜 +〜》 
(“_+ 士卜 

Clm¥\Pm 4 - p m \ 

a » rfi 9” + qm-i ' 


Om+l ( a m Pm-l pm-2 ) 4 - - 
〜.】+ 9 * 1-2 ) + <?" 1 


故得定理. 


定理 2 P . 及 </„ 适合下列 诸式: 


P - Qn - 


即 


及 


- Pt\qn = < 

9 - 9 --I 


-lr 


(― l)n 

9-9--1 


1 ). 


2 — = ( — l )* a , (n ^ 2). 

证 ：（1) 对 n = 1 时显然成立.用归纳法及定理 1, 

P,q*-\ ~ pn \q, — I — Ar-i (〜 9 «-i + — (― 1〉"" 

又由定理1及 （1) 式可得 

P,h — Pm-zQn — (.dmp^ 1 4 - p m t )q w -t ~ pm-z(a„gw-i -f qw-t ) 

= aAp^-iq^-t — Pm-zq^\ ) — ( — l)"a w . 

定义 若和 为整数, A , a :, …皆为正整数.则 


( 1 ) 


(2) 


a 0 4-- 


A + a 2 _ 


谓之简单连分数，本章所论仅限于简单连分数. 

由定理1及2可立得次之诸简单结论： 

定理3 ( i ) 当； 1 > 1,则 q m ^ +1 •故 

(H) Pu > Pzm 

9*»11 ?2*-l Qlm <hn-2 

( Hi ) 凡简单连分数之渐近分数.皆为既约分数. 

命 a 为 一实数.取 a a = [<»]，命 

ai = ，取 A = Ca ；]. 
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再命 


续行此法.命 



取 a z = [ a *]. 


1 

a 二 1 二 CaUi ] 



取 a „ = [ a !,] 


等等.显然，若只能做有限步，则 a 必为有理数•反之，若 a 为有理数 +,(/», 9 ) = 1, 
M'i ao = ^ J.lflj 


即 


又同法 



«1 


P — [含]9 = 3(= n )’ 0 < r , < g . 


9 — n J— 4-( — rj), 0 < r, < r,. 

故若 a 为有理数，则连分数之计算与 Euclid 计算法(辗转相除法〉有貌异实间之妙. 
且屡次所得之商即为 a 。， a ,， h ， … •故得次之 定理： 

定理 4 凡有理数必可表为有限连分数. 

刻下立即发生次之问题，即表法为唯一否？由显然例证： 


I + ■ 


t + 1 


可见表法非一，换言之，若 A > 1 •则 

[ao »*•* »«•] =* [<i 0 ， … ， ， a, — 1 ， 1]» 

若〜=1，则有 

[ao ，•••，<*■] = [a。 ••“ tan-i 4 - 1]. 

故一有理数必有二种表法，一之 n 为奇.他之《为偶.若《非有理数，则上法得出一 
数列 


a 0 fa ) »<2 Z 


如 


k =* [3,7，15，1，292，1山1，21,31，14,2,1,2,2,2-2, 
1,84,2,1，1，15,3,13,1,4,2,6,6，1, …]. 


定理 S 


命 


[ a 0 » a t ，… 
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则 t 之极限存在. 

证：因 a , = />,/%，由定理 3( ii ) 巳知 

ff2«4i <C at«-i * 〉 as.-2. 

故《 2 ^成 一递减 之数列，而为一递增之数列.又由定理 2(1) 可知 

fll ^ fljiH-l ^ <Xtm ^ <*2. 

故 a 2 « 之限存在之限亦存在.更由定理2及定理 3( i ) 可知当 n — 

1 


>时 


I . 


故 


I : 


lima 2r 




2»(2 n - l ) 


• 0 . 


lima:. 


习题1.求证 


Pn 


a n 

- 1 

0 

0 … 

0 

0 

0 

1 

a 】 

-1 

0 ••• 

0 

0 

0 

0 

1 

a* 

—1 … 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 … 

1 

a«-i 

一 1 

0 

0 

0 

0 … 

0 

1 

a. 


并证明％为由上行列式中除去第一行第一列后之行列式之数值. 
习题 2. 贯 U „} : 

1,1,2,3,5,8,13.21,- 

(«i = «z — 1» Uhi = m , ， + 〉 1)) 称之为 Fibonacci 货试证明 


( i ) -5 -d + V 5) 之第 《 个渐近分 数为^ 

( ii ) 若连分数 [ flu ，•••，“■，•••] 之诸 a _ 中除 a , = 2(* > 0) 外》所有之 
n ) 皆等于1，则当 m >* 时有 


Pm ^ “汗 |“_ 十 3 + U,Um-,^l 

qm * 

习题 3. 荅人知道，朔望月就是从太阳上来看月球绕地球一周所箱的时间，也躭 
是相同的月面位相间相隔的时间，它等于 29.5306 日.交点月，就足■月球在它轨道 
上从“交点”开始绕地球一周再冋到这个“交点 ”所黹 的时间（所谓“交点”躭月球绕 
地球轨道跟地球绕太阳轨道的交点）•等于 27.2123 日.试证日，月蚀之周期为18年 
又10天. 

习题 4. 火星最亮和离地球最近的一年，叫做火星的大冲.吾人知道地球公转一 

周的周期是365 i H ，火星是687日.试证火星的大冲每隔15年一次. 

4 
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§2. 连分数展开之唯一性 


定义 ai — [ a . *< 2^1 ，…]称为连分数 [ a 。， a ! ，…， a , ，…]之第 n I 个完全商 
(complete quotient ). 

zffl l . _ Ompm-J "f - Pw~l O 

疋埋 1 a - tto *a 一 - 7 ' »a 一 ~r - : - *rt ^ 2 . 

0 l \ anQm -\ 十9鹰-2 

若 a 为有理数，此式之真实性止于 N . 

证：当 n = 2,此式显然.当 n >2, 因 

«*-» = C a ir-J ♦<*:]，即 On 1 ~ 0«-| + ~ T » 

故由归纳法之假定， 


° «-*»-+«- 卜 •》 •士卜,〜 

= ( a -I + P»-i )af + Pt-z _ pn-2 

(<*„-! 9^2 +9^ j ) a .+ g,-z 9 『： 

定理 2 常有 

a - =* [ al ]. 

但若 a 为有理数时，则有一例外，即当 a N = 1时， a . N _、 = [«U — 1. 由此可见表有 
理数为简单连分数之法唯有两种. 

证： 吾人有 次式： 


On = + ~7— • 

ffir+l 

若 a 非有理数，或 < r 为有理数而《关 N _ l , 则 a “> 1,即 
a n <C < i :< a , + 1. 

故得所证.若 a 为有理数而 《 = N-l,RaUi= 1，则 

<*- — — 1. 

定理3 用简单连分数衣无理数$之法唯一. 

证：假定 

q = [a<i *£i\ *ctz * ***] = *b\ »6|，•••]. 

显然可得 a 。 = [a] =* 6 。，同理可证 a 丨 — 6j ，今设 a 。 = b 0 ,a x — b x ， … ， < 2 h = 6^, |fi] 
往证 a, = 匕.由 


① 本章 中所 iff 无理败乃指实 数之 砟有理数在 . 
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a — [<2 o ，… ，(》'”] = [ a 。 ，…， 〆 ”]， 


数论导引 


即 

由定理 1.2 可得 
故 

定理4 吾人有 


anpm-\ H~ pn-j _ ^npn-l + />»- 2 
a„qn~l 4-^2 Pm^m 1 牙 ■ 2 


( a H ~ ^ m )(. p ^ iqm ~2 ~ Pm -2 Qm ~\ )=0. 
a » = /?!• 

a „ = Col ]=[ 〆 ■]= 厶". 

(-1)-5. 


9-® ~ Pn 


9-+1 


0 < ^ < 1. 


(若为有理数，此式只当 1 <»<N — 2 时为真，而 = 1), 且为一递减 
函数. 

证：已知 

__ a^\pn -f pn~\ 

a - / 丄 ， 

a—ig •十 qw -\ 

故 

__ A. = a'^l Pm + Pm-\ _ Pn 
Qn a ^ iq n g « 

__ — ip,qn^\ ~ qmpMl) _ (—1)* 


9.( aUi 9 n +9« - +9『1) ’ 


故 




g»fi 




a . n 9„ + qm -\ a ^ iq , 4-^,, 
由此可见，舍之情况外， 


0 < ^ < 1 . 

义因 a \= a . l / a ^ i ，可知 

_\ — >7 _ -- L — 

q^i a ^ iq m + Q^i ( a«+i + 1 )9 ■十 9« t+i + 9« 

> 1 = 丄 > 

a^. z g»H + q n Qmtz 

最后一不等式中，等号仅当 Ah = a ：^, 即 a 为有理数，《 == N _] 时成立. 
故得定理. 

由此定理立可 推出： 
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定理5 若 a 为无理数，则 


定理 6 K 卜点4 

只当 cr 为有理数及《 = 时，取等号. 


§ 3. 最佳渐近分数 

在分母不大于 N 之诸有理数中，孰与 o 最为接近？最接近之分数名为 a 之最佳 
渐近分数.今往证 pjq n 即为 ct 之最佳渐近分数. 

定理 1 设《 > 1，0 < «? < ，且 p/g #■•则 

U < lf ~4 

故在分母不大于 I 之诸分数中，以久/^•与《 M 接近. 

证：若 能证明 

I />” — I < I p —<jor I * 

则定理已明. 

( i ) 设《 = [«] + +. 此时& = 0 ，故结论显然 成立. 

( ii ) a <[ a ] + ■，此结论对 ” = 0时，显然真确》« > [ a ] + ^■，此结论对《 = 1 

真确《今假定此结论对《 — 1真确•而用归纳法证明此结论. 

若9<9~,则由归纳法假定 

I / V-i — q r \a |<1 户一明 I ， 

故可假定 9. > 9 > <7-1. 

若9 = <7- ，则 

|^ 1 一 + |>丄 ， P ^ />». 

19 - 9 I 9- 


如」— 

k- I q„q^i 2q m 

若〜，= 2,则必 n = 1. 此时 a , = a 2 = 1 f 

,1 1 1 , 
a = a . + T+T+ - + -. 

故必 a 。+ 冬 < <» < a » + 1. 我们的结论 ft 然真实，故可假定 k > 2 •即 
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由是得 


么- 

Qn 


or 


9«9*+j 


< 29：* 



A - 

_ ^ _ 

^-a - 

么 — cr 〉 

匕一 a 

9 

q 

9- 

9 - q n 

Qn 

Qn 


故今可假定 9- >9 > Am . 我们写 


u Pn + Vp r i = p, uq„ + vqn-i = q, 

则 

— pn-xqJ — pqn-i — qp^-i. 

由定理 1.2 得 

“ =士 （A?» 1 一 qp ^-\). 

同法 

V =士 ( pq n — qp n )， 

此《及 t ； 皆非为零，因 

q m >q = uq „ 

故《及 v —正一负.又由定理 2. 4, 


P” 一 qna ， p^i —qn-\a 

异号.故 
同号•由 

P — Qa = M (/>„ — q n a ) -\~ v (, p rX — q m \ a ) 

可知 

I p — qa I > I p._i — ha |>| /> ■一 gw | • 

例•作 》r = [3,7，15,1,292,1,1, …]之渐近分数得 

^ 22 333 355 103993 104348 
T ， T * l 06 ， Tl 3 , 33102 ’—33215 • 

径一周三，见诸 古箱. 于纪元500年顷，祖冲之作疏率_及密率胃 (此率 较西洋最 
早之 Otto 纪录早千年之谱)•最有趣味者，祖氏二率泞属于最伴渐近分数之列，换 
言之 :分母 +超过113之分数，无数比 m 史接近于 7 T 者. 

又由定理 2.6 可知 

I — 355 | / 1 ^ 1 

r 113 | ^ 113 X 33102 ^ To** 

故 Iff 准至第六位小数，此与实际计算之结果 HI = 3. 1415929相吻合. 
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§ 4. Hurwitz 定理 


定理1 于《之二连续渐近分数中至少有一适合 
证 ：由定 a ^可知^ <中一较。为大，一较„为小.故 



上 = 

: ~-a ^ 

- ^I-a 


9- 

9- 

9-1 


若定理不真实，则有 

^ I — =| — | > 丄 ^—1_, 

<7 备 I I q m I 2qi 2^, 

即 

( 9 * 4-1 — qn) 2 ^ 0 , 

此不可能（若《>0〉.故得定理. 

由此定理可 得：若 《为无理数，必有 X 穷个/>/ 9 使 



定理 2( Hurwitz ) 于 a 之三个连续渐近值中必有一适合 


证：命 t = 则由定理 2.1 
9- 

I 9- ° ! qn^On^lQn + ) - g (</*+!+ /3Lf) 

今往证明，不能有三个连续数 i = ” 一 l ,«, n + 1使 

a ’ i + 体 

今假定 （1) 式当 i = ”一 1及 i = »为真实，由 

a«-i = <2.-| 各， 

a . 

及 


故 


丄 = 2-j. 


> Qm-Z + q ^-3 
9«-2 




土 ~♦■少 = aV-i + ki 《芯， 


( 1 ) 

( 2 ) 



• 242 • 


数论导引 


立得 


( A — 圭 )( V ^ — 爲)， 


戽+瓦 

因床为有理数，故不能取等号.即得 

戌一你+ 1<0， 

即 

U - f )、 如 

因尽< 1，故 

^ > 士 (W — 1). 

同法:若<1)式对 i - n,i = n +1 为真，则有 

> y ( V 5- l ). 

由 （3),(4), <5)各式可知 

a, = <>/5 — ^Ln 一爲 <->/5 •- (>/5 — 1) = 1» 

此不可能，故得定理. 

由此定理，可立即推得： 

定理3 任一无理数 a 有无穷个渐近分数使 

I Q I v ^<? 2 

定理4 V 5 乃一至佳之数.换 n 之，若 A >$,则必有一实数 a 使 

|a - 羊|< • 1 




不能有尤穷个解. 


证 


则 


：o = y ( V 5- l ) 即其例也.若不然，设 

备 W 5" — 1) =立 + 矣，151<士< 

2 q q A 

~ — y Sq —— y9 — />• 


s ， 


(3) 

(4) 

(5) 




第卜章渐近法与连分数 


• 243 • 


平方此式可得 

当9充分大，则 

故整数 

即 

此乃不可能者. 


^■_ 心 = (+9 + P) - jg* = pq-q Z +P 2 . 


< 1. 


A ? — f + 〆 =0, 

(2 / >4- q )* = 5 g *. 


5. 实数之相似 


定义丨若 e 与为二实数，且 

^ = ad ^bc =± 1, a ，6， r，d 为整数， （1) 

则$与 p 谓之相似•此种由 7 而6之关系，谓之模变形. 

例14=^2 + 17 ,!；= j 皆为模变形. 

例 2. $ = 0， f ] = a + +亦为模变形. 

例 3. a = 0。 ， ai ，…，(/ ■ J 可以看成为例二所述之模变形之《次连续运用. 
而得出之模变形为 

_ / >^ ia ■+ Pm-i 

关于相似性有次之诸 性质： 

( i ) 一数必与其自身相似.盖$ = ^是一模变形 (<* = </ = 1,6 = c = 0) 也. 

( ii ) 若$与7相似，则？与$亦相似.盖由 （1) 式，可得7=(戎一 6)/( —垮 + a ), 
时此亦一模变形也. 

( iii ) 若$与 7 相似, 7 与？相似，则$与 C 相似.盖若 6 = ( a 7 - f - 6 )/( c 7 + rf ), 
17 = (<24 + 6 ,)/(«： 4 +<)，则 

$ = { (aa 1 + &*i )^-4- ( a 6 i -\- bd \)) / { ( a » x dc \ )f + icb \ -h cW ：)}» 

此处 

(afli -f 6fi Kc6i -i-ddi) 一 {ab\ + W】）（cai 4- c/ci ) = (ad — bc'){a x d\ —b\C\) =± 1. 
定义 2. ( iii ) 中 M 后得出之模变形称为前二模变形之积. 
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定理 1. 凡有理数必相似. 

证：设 p / qAp ^ = 1为一有理数，则有 〆 及 q ， 使 
/>9’ 一砂 ’ = 1. 


故 


ad — be = _ 1. 


P _ p r • 0 p _ <z • 0 + 6 
q q *0 + g c • 0 d 

即有理数都相似于 0, 故得定理. 

定理 2. 模变形（1〉 坷以 表成为连分数之形式 
$ = [a 。， <*i ， … »a*-i * ij \ » k ^ 2 
的必要且充分之条件为有二整数 r 与满足 
c>d>0. 

证:1>由 （2) 可得 

芒= (/> h 7+ 夕卜2)/(9*-17 +9卜:） * 

此显然适合条件(3〉. 

2) 今对 d 行归纳法以证明定理之逆郎分. 

当3 = 1，则0=6£*士1，即 

$ = ((Ar 士 l )7 + 6 )/(ciy + 1). 


若取正号，则 


若取负号，则 

由于 
与 


6 = h ^~ 

6 = 6 - 1 -f- (c - ~ 1 = Ib-l.Uc-Uril 

a ^-\- a - bq )/ U ^-\- c - dq ) 

? = [9,7] = 9 + 丄 


之积等于 （1) 式.如取 9 使 0< c —匈 < d ( 因 c /> l ，（ cd ) = 1), 则 
(4) 式中对应于 d 之元素小于 d ，故得定理. 

定理 3. 二无理数相似之必要旦充分之条件为 

$ = [a 0 »ai » »a« »c 0 *c» »•••]» 
rf = C^o *b \ ，― tb„ *c 0 *c t « …]. 

换言之，其连分数之展开式中，自若千项之后完全相同. 

证：1)命 w = [ c 。， c , ，…] ，则 


(2) 

(3) 


(4) 
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^ ― [<*0 »« 1 ，… * a „ . o »] =吵。土 户’二 , p m q m -i — q m p m -i =士 1 . 

+ Qm-l 

故 W 与$相似.同法 W 与7?相似，故$与 7 相似. 

2 ) 若 S 与相似，则 

rj — (a^ + 6)(c$ dy l *ad — be =士 1. 

可以假定戍 + d > 0 .展开 $ 为连 分数： 

$ = [a 0 ， … ， a* .a^-!，•••] = — »al]== 

= ~h Pk - 2 ) Co *9 *-i + 分* - 2 ) ’• 

相并可得 

7= ( Pa ；+/?)( Q X ；+ S )-', 

此处 P = o - Pk -\ - i - 6qr*-i yR = apk-t + 69*-:，Q = cp k . A -\- dq^ x ,S — cp*_ 2 + 办 *_*， P ， 
Q ， K , S 皆为整数，且适合 PS-QR =土 1 . 

由定理 2. 4 fil 知 

pk~\ ~ 句 * -1 + Pk-t ~ 由卜* + ~~ I <y I < 11 »I ^ i<c 1 ♦ 

9*-i Qk 2 * 

故 

Q= (違 + (違+ < /)^_ 1 + <. 

9 *-l 9 4-2 

由戌 + d >0, 及 > k - z . + 1 (定理 1.3)， 可知当是充分大时， 


Q > S > 0. 

由定理 2, 可知 

r) = [6 0 »*»*»6„,o*]. 

故条件之必要性获证. 

命 M ( a ) 为掖大之数，使得对任何 e > 0,不等式 

有无穷个解答者. 例如: = ^ 命 

则 


又 


A, = (― 1V( atn ^ L a »+i »<*h-2 

2 izi = ___?—_ ==丄 2^ =丄 _1_ 2*^1 = .. 

Qi qi/Qt-i a, 4- g 卜， a, 4- 4 - qt- 2 



故 


[ O . a , * a ,_ i ，… ， a ] ]• 


M(a) = limA, = lim([ci, +l ， an ■” …] 

+ [O.fli .a^_, ，…， a 2 

若 a 与# 相似，则当 i 充分大时 A = 6, 故 可得： 

定理4 若 a 与卢相似，则 

M ( a ) ^ M (卢〉 . 

由此可得:若 a 与^ ■(▲— l ) 相似，则适合 

lf _ 0 |< 告 ， A>VF 

之解数有限.进言之•若 a 不与— 1>相似，则 M ( a ) 之情况何如？吾人有次之结 


若 a 不与 1) 相似，则 Al( a ) 切实言之，对此种之 a 

卜- a |< + 

I 9 I y /8 q x 

冇无穷个解. 

又若<»与 1+W 相似，则 M( fl ) =#. 普遍言之，可有次之 结果: 
定义 u 为一自然数，如 

M* + X/ 2 + u» 2 = 3uvw 

有整数解 （v，tv) 则此 m 名为 MapKOB 数.最初之十个 MapKOB 数为 
1,2,5,13, 29-34,89 ,169,194，233,433•… 
(MapKOB 数之个数尤穷，将于次章证明之). 

若 a 与 


-( y/9u 2 — 4 -f- u -h ^ j = a. 


相似，则 M ( ail ) 


V9u T - 4 


与相似，则 


，此处之《为 MapKOB 数， v 及议 为对应之解，且若《不 


7卜 MiaM 


有尤穷个解. 

由此可见，若非具有理系数的二次方程之根，则对任-《常有 
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V 9 u 


•4 


M ( a ) > 

u 

当此《趋向无穷，则 

M ( a ) > 3. 

又若 0 < < m 2 <C … ，则 

a = [ mi ，1 ，2,2, 1 ，… 》1 ，2，2 ，1 ,1，••• * 1 ，…] 

- -V- - ' -V- - - -V- 

乃适合 M ( a ) = 3之数，以上所述之结果之证明不在此书范围之内. 

§6. 循环连分数. 


定义当《>/>时，若则此连分数谓之循环连分数，或 谓以々 为周期 
之循环连分数，书作 

[ a 0 ，…丄，…乂 +*-1 ]• 

先举数例： 


心⑽一 1+ 六 


2 + (#- 1) 


1 + T + T + - = [：1.2]. 


i +++ m " = [ i ， i .2]_ 

V 5 = [2,4], V 7 = [2， i ， l ， l , i ]. 


此建议： 

定理丨一连分数为循环连分数之必要 a 充分条件为此数为一有有理系数之 
二次不可化方程式之根. 

证：1)命 

OL= [at *••• *«/.+*-!] = [flt ， …， ， a’L ]， 

即得 

/ _ p’a’tr\~ P” 
ol _ r r~\ — v ， 

Q ol - t-Q 

故 义适合 

qal 4 - (g 〃一 p')a l~ p" — 0. 

(式中 pWW 为 [ A , 之最后二渐近分数），又 
a = (/ »L-ia’t+pL 、 2)/(9t-i0fi+ 9 卜 ：〉. 


故知 a 适合 
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aa 2 + + c = 0. 

因 a 为尤理数，故 6 2 —4 a 非一完全平方. 

2)设^适合 

aa 2 + 4- c = 0. 

命 

a = [a 0 *a, » …]， 

则 

a = a " ，+ p ^* )/( g ^ ia !, + g ,-*). 

以此代人上式，则得 

+ = 0 , 

式中 

A„ — api-i +bp^ x q^ x , 

B h = lap^ypn-z ^-bip^iq^i +2cq m - l q n . z , 

C n — api-z -^bp^tq^i +cq\- z . 

若 A , = 0, 则 a ^+ fc+c = 0 有有理根，是不可能，故 A , 关0,且 

A a y 2 + B„y + C . = 0 

之一根为 a ： •.直 接计算可得 

B \ — AA H C m = (6* — iac ) ip m — p m 2 ^~i )* = (6 2 — 4 ar ). 
由定理2.4， 


Pm-l — O^n- i +^~^， I |< 1. 

9« r-l 

故 

A m =* a (ag^i + ― 5 - J + bq a-i ( o9 - ,+ fc：) +C91 '' 

= (aa 2 + fc + c)qh + 2aa8 „-1 + a > 丄 + 祕 n = 

= 2aa8 m i + a 年 ^ + bS^-v. 

<?* i 

由此立得 

I A, J< 2 I aa |H-| a |+| b I. 

因 C , = A ^ i ，故 

l C, \<2\aa H-|a l + |6|. 

再由 

BJ ^ 4 I A n C n | + | 6 2 — Aac |<4(2 | aa |H~I a | + | 6 | ) 2 +| 6* — 4ac |• 

故 A «, B n , C , 之绝对值小于与 Ti 无关之数，即只有有限组 ( A ^ B ^ C *) •故至少有同 
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-( A •，凡 ，0出现三次.设对应同一组，氏， C,)， 则 ，(^为 

以+心+匕=0 
之根.故至少有二者相等.设 a; = <^则 

a», = a. 2 ,a. ) + t = a^+i 

故连分数是循环的. 


§ 7. Legendre 之判断条件 

由前已知，若2是 a 的一个渐近值，则 

卜 - fl <^ 

但此并不保证2为^之渐近值，今往求一保证2为 0 之一渐近分数之必要且充分 
之条件.命 

a — •^■=琴 ， e *=± It 0 < ^< 1. 

9 Q 
命 


[ a 0 ». 


当可取 n 使(一 1广 


由次式以定义 A 


A 
q 

.原式可写做 


tf - 


: 

9* -1 




/ Vi /3+ />■»- 
A 1芦+办： 


如是则 


故 


? T ： 


Pn -10-^ Pf 2 . 


P-L 
9. I 


(-ir 


»/ 3 +<?«-:)• 


l )5+9»-2. 

解此式可得 

p = (qm-i — 內 《r *)/ (内 『I ) 

因 0<1?< 1 ，故沒 >0. 

(1) 式即谓 




a = ， …， a . i ，沒] • 

若则 

P = a A — [a,,a. , ••••])• 
即为 a 之渐近值 • 

若/?<1，因沒 >0,可知 


+ -^- J = a^i + c . 


c>0. 


即 


a — [a 0 . — .a. 2 .a, i 4-c, …] • 

即 l >。， …, 《^]非 0 之 渐近值.是以沒 > 1 为必要 R 充分之条件，换言之: 
定理 1 ( Legendre ) 命 

e9 — q l a — pq » £= 士 1 ， 0 <； i9 •< 1. 


展开 


炎 = [a 0 »… -‘I ]， (— I )* -1 = e* 
9 


则 2 为 a 之渐近值之必要 II 充分之条件为 


(此即 沒> 1 之改书也). 
因 




^■ r-l +9 t ~2 


gt-l 5 丄 

9 »-i + q^t 2 * 


故 立得： 

定理2 若冇一有理数 p / 9 适合 

h-f i< 忐， 

则/>/?必为 ** 之一渐近值. 

定理3 若 p >0,«7>0, 且 

I P 2 — 1< «» 

则 />/ g 必为《之一渐近值. 

证：命 


则 


aq l — p z = c 5 a . e =± l » 0<5<1， 
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故 


d = eq ^- p )= ^ fi > = -^ Xp ^ 


1广 


由定理1可知只须证明 


daq n 


< 


叫 》-1 + Pn-\ qn-\ -\-q^2 

亦即求证 

十9«-:) < OQm-i + Pn -\ 

(当 n = 2, 此式显然真确，盖 < y < l ，& v 。 = da < a < p l 故也）.如能证明下式，当已 
足够： 

aqd — P 霣 I < a(q”，i — q 『 t ) ， n > 2, 

因 


aQ n 


Pn~i 


故如能证明 


即足，亦即如能证明 


ed 


叫 *-| + Pn-i 


, eSa 
aq n -i 4 - p „-1 


< 1 一 9 ■: 


1 


+ Pn-\ 

即足，而此式无疑真实•盖由定理 1.3 已知 


< 1 一 : 


一 9«- 2 > 1 > 


09--1 + Pn-\ 


故也. 


§ 8 . 二次不定方程 

兹讨论整未知数的方程 

x l — dy 2 = ly 0 <C| I (<C -Jd. 
在本节及下节中我们假定^为正整数，但非整数的平方 • 
定理1 于之展开式中 a ： •之形式必为 

P - ， Pi ^ d (mod Q „), 


此处 P - 及 Q - 宵为整数. 
证.•今用归纳法 ：显然 
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即 a ； 


•Jd 4- 
d — {.-Jdy 


即 p , = [ Vd ]. Q , =</一[757.今假定01=^^^.因 





故所待证者为:有二锒数 P_, 及（^，使 

-^±L •- a ■ h 

p : 一 t , 

Q » -/ d ^- P^x 

及 

d — Pifi = 0 (mod Q. + i). (1) 

亦即需 证明： 有二粮数及 Q •^使 

d 4- P m P ^\ = a m Q H P^. x + Q R Q •“， <2) 

Pn + F^, = a „ Q m (3) 

及 ⑴式. 从 (2) 式威去 (3> 之 IV, 倍，可得 

d-PUi = QnQ ^ y . (4) 

苟适合 (4), 必适合（1)，又由 （3), (4) 可得（2> 式. 故今只须证明有二整数尸 w 及 
Q^i 适合(3> 及(4>. 

由（3〉式可解得 P #, 之值.由代 = PiLjCmcd a), 可知 
d — P\w = 0 (mod Q.), 


故有 Qw 存在适合 (4) 式. 故定理业已证明. 

定理2 二次不定方程 

x 2 - dy 2 = ( -1)" Q b 


常有解.若/关 （一1)" Q .， 且丨/ |< V ? 则 

X 2 一 dy ! = I 

不可解. 

证 ：已知 


n — p ^-2 _ pm-l + P - ) + Pw - tQ » 

9<»~ 】 a«+g 嬅 j i</d-\r P„) -hg^-zQn 


由 V? 为无理数，故清理分数可得 

P *-、 = 9--1 P - + <7 f -2 Q ” ； 
dq^\ — p m \P n + Pn-lQn- 
以 / V , 乘第一式减去以乘第二式，可得 

pl -\ — dq \-\ — (/ — Ari 9*~ i ) Q - = ( 一 
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定理之其他一半，可由定理 7. 3得之. 

定理3 若 k 为 n / S ■之连分数之周期（即循环节之长），且 n > L 及 

pU-dqU = (—1)-0”， 

则 

~ dqU ^ - (- l )- MQ -. 

证:若 A 为 VS " 之周期，则 

~ Q . QZ ,~~* 

故得定理. 

§ 9. Pell 氏方程 

今往解 Pell 氏方程 

/-办〜士】 (1) 

由定理 8. 3已知必有一 Q 使 

X 2 — dy l = Q 

有尤穷个解答.今依 mod | Q | 分此式之诸解为 Q 2 类.必有一类其中至少有二解. 
换言之，必有整数: T | ，％及: T *， 力使 

― dy \ = x | — dy \ = Q » i \ > 0， y ! > 0, x 2 > 0, y 2 > 0. 

且 

xi s j ：: (mod I Q I )* s _ y * (mod I Q I )» x } # x r . 

今往证 

_ —dyxyi _ x , y z — x z y x 

x - p - ^ - Q — 

即为 Pdl 氏方程 （1) 之解： 

1 ) x 及: y 迕为整数.因为 

— dy x y 2 = x ? — dy \ = Q = 0 (mod IQ 1 ), 
x x yz — = Xi y x — x , 3>j = 0 (mod I Q I ). 

2) : r ,： y 适合 Pell 氏方程.因为 

^( x 2 一办 2 ) = ( xix 2 — dy x y t ) 1 — d ( xiy t — 

=( x * — dy \ )(xj — dy \ ) = Q 2 . 

3) ( x ,： y ) 非显然解(士 UO ), 即: y 乒 0. 若不然， 

— Xiy\ = 0 . 

由 （ii ,> i ) = ( x it y z ) = 1，故 =* it *yi = yi 此与假定相违背. 
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故 可知： 

定理1 Pell 氏方程 

X 2 — dy 2 = 1 

有一懈 ( x ， y)，y 夫 0. 

由定理 7.3 得出王=是^之渐近分数，故由定理 8.2 得知有一 n 使 

y 

(- l )- Q , = 1. 

定理2 命《为使(一 1)- Q , = 1之最小正整数，则 

x l -dy l = 1 

之诸根，皆由次式得之 

x-\~Vdy =士 ( Pm-l + / 耷 0. 

证:命 

€ = p “ + 

显然可见6>1，因 

士-=士 ix — ， 

x-\-^dy 

故只须证明：凡 

x z — dy l = 1 x > 0*y >• 0 
之根 U ,： y ) 皆可表为 x + jyVS ' - c -( m >0). 

命 ( x ,： y ) 为如此之一根，则 

x-\- y-Jd > 1. 

必有一粮数使 

r^x-hy^T <e" u . 

即 

1 <dar + yVS"> <e. 

命 

t~ m ixy y/d) = (x 0 — y a •/d)ix y -Jd) = X -f y -Jd. 

因#为无理数，故 

(.Xq yc y = X^Y •/d, 

相乘得 

X 2 - rfY 2 = 1. 


今设 


i < x - h ^ y <€. 
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故 

0 < £~ 1 < (x+v^yr 1 = x->/?y< i. 

相加相减得 

2X = (X-t-VdY)-h(X-VdY) > 1 + e - 1 > 0 , 

2^dY= (X+V 5 V) —(x — V?y) >1-1 = 0. 

由此可知 

x^-dY 2 = i, x>o, y>o. 

且 

1 <1 X 4 - \fdY <C />■ i + •>/dq m -\» 

因: r = Vl -^ rdy 1 随 y 之增大而增大，故:亦随: y 之增大而增大 ; 故由匕式可 
得 y < <7-^ ，且 X< 即 | 为一分母小于之渐近分数，此不可能，故得 X + 

Y^/d = 1. 

以前所述坷知: c 2 _ 办 1 = 1常可解，但 

X* — dy z =— 1 > 

则不1定常可解.例如？ 一 3：/ =_ 1不可解•因: r 2 ^0,l(mod4),x*-3y sx 2 
+ y 宝0,1 ,2(mod 4) ,而关一 1 (mod 4 ) 故也. 此例显示若 d = 3(mod A ), x l - dy 2 
=一1 常不可解. 

但若有 io，y。 使 

Jo — dy \ =一 1， 

则由 

X\ -\~Vdyi = (x ； 4- y/dy^Y 

所定义之 x,，％ 适合 

or?- 办？ = 1. 

易证:若 Jr 2 一 dy 2 =一 1有解•则: c* — dy l =士 1所有的根可由 
士 （/Vi + yfdq^-x ) 4 

表出之，而”是使 C 一 1VQ„ — 1成立的嬝小正整数. 

§ 10. He6biuieB 定理及 Xhhmhh 定理 
设 t9 为一无理实数，定理 4. 1已说明有无穷多对整数 X，：y 使 
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由此结果，吾人可以立刻引伸出下面的 结论： 

任与一 € > 0,必有一整数: r 存在，使 j 与某一整数之差小于 e ,换言之，点集 

j : = 1.2,3, … （2> 

以0为其一极限点. 

这里 A 然就会发生求点集 （2) 的所有极限点的问题.关于这一问题 ,4e6wiii eB 
曾证明：（0，1)之间的任一点皆为点集（2> 之一极限点，或更精密些，他证明了 
定理1设 d 为-无理实数4为任-•实数，则有无穷对整数 a ：， y ， 使 

<3) 

证：由 定理 4. 1有无限多对整数 fi ， q >0 使 

^ 丨5丨 <C 1，(/ >.9) = 1. (4) 

对于固定的 <7及心常可求得整数使 

I |< y. 

由是 

^ = ~ (t ^ I ^ 1). C5) 

因（/>, 9 ) = 1，故存在整数对 o:,：y， 使 

音 <1<音9’ px _ qy = “ (6) 

由 （4) 及 (5), 有 

I ** — y — p I = —.y —— — 

I Q 9 9 2g| 

= \f~f q \<p + k 

因 9>|工， 故得 

I 如一夕―芦丨 <A + ^： I . 

W q 可任意大，而由 （6),1 > 故吾人之定理即巳证明. 

定理1说明了对于任一X理实数口及任一实数…存在常数 O 使不等式 

I (7) 

r x 

有无穷对整数解: r>0,：y. 该定理且证明 f = 3,将此常数 c 予以改善，乃一自然发生 
的 问题. 由定理 4. 4 ,我们可以肴出(：必须>+. XHH 4 HH 曾证明了下面的 结果： 
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定理2 设 d 为一无埋实数#为实数， € >0,则不等式 




有无穷对整数解 0,： y . 

证：由定理4.3，吾人有无穷对整数户, 9 ，（/>， 9 ) = 1使 t 5= f +#，0<|占丨< 

不妨假定办>0,否则只须以(一占，一负代 ( c ?, 卢）即可.吾人已知，若6为任意 

二实数(6,色将在后面 决定〉 ，备一 ft 彡1，则常可求得整数对 ^ jy 使 

px ~qy = [ qff ] » ^ q ^ x < ^ q . (9) 

由是 

iw —： r-/sl = + 


丄.申一, 

x q I q 


于此 r = 破一 [ qS ]. 
1) 如欲 




则由上式立得 


r 1 _1_ ^ x 2 S _ jt . r z ^ r g 1 

«— 万、7" 一 T 卞石、 i ^ T 万. 


/S r J <£ r'^ < VS^J , 






( ' = jl\ul + J^ Z s\ , 
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我们來研究如何才能使 备一在 >1.将不等式 




> 1 


加以简化（上式左边即色一各），即得 

r 2 <f + 妒. (12) 

因在化简过程中，不等式两边皆为正数，故吾人已经证 明：若 （11) 及（12> 成立，即 
2▽音+妒，则定理已经 成立. 


现留待考虑者为^ <^|及^/"|*+浐 < r < l 两种情形. 


2) 设 r z <#.因7：>0,故 


、芯 




H 1 ‘ 


任与 一 取 ft = rf^z = J / + 6, 显然有各 一 6 = e > l •故 （9) 中之 I 存在，由 
假定可知 

\- A . 




Ul \ 一巧>_ 友 


另一方面，命 ： y : 
故 


:+6,则当 I 在一区间内变化时, y 在两端点之一取其极大值 • 


■6 


f(f* r ) = W~ul} 


max< rj 2 $ — rjc , 


/?7 T 


4---+7 V ^ 


V 5 


- S} 


因可以任意小，故此时定理已经成立. 

3) 设 Jy + 妒 < r < 1,因 «y<i ， 故 
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1 一万 


+及 


即 




对任一 7 > 0,可以决定整数对: c ,： y , 使 

px — qy [^3] 4- 1, ^ J ： < (1 + rf)q^ 

则如 （10), 我们有 

1 珀 n 1 = |笋+宁1 = 含(竽 +(1 _ r> ) 


< i(a + ,), + - l-,} < ±a + ,>±< i ^. 


因7可以任意小，故定理已完全证明. 

习题.试证明，若 (9 为一无理数，其对任一《 > 0常有整数 or 及: y ,使 

I xd ^ y |< —. 

则对任一 ^>0及任一实数士常有整数 _r > 0及: y , 使 
I W -:V-芦丨 <4^. 


11. 一致分布及 ruKmod 1) 之一致分布性 


上节中之 HeOwuieB 定理说明了 （0,1) 之间的每一点皆为点集 

{ xt ?} — xd — jt =1，2,3, … (1) 

之一极限点.但此点集在 (0，1) 间之分布状况如何，是否为一致分布，换言之，若 ( a , 
b ) 为属于 (0,1) 中之小区间，则当 ： r = 1，2,…， n 时， ( fl ，6) 中是否包含此 n 点中其 
应得之一份，此定理并未给与任何回答.本题之目的，即在答复此项问题，我们先将 
应得之一份予以确切的定义. 

定义若 &(i = 1.2, 3 ，…） 为(0，1>中之一点集，若对任一自然数/!及任二正 
数6»,6,0<<2<6<1，巧， …, P ,, n 个点中，其落入区间 U ,6) 中者的数目 N . Ca ,6) 
常满足关系 

N „( a ,6) , 

lim -= o — a , 

n 

则称点集/ >.(«•= 丨 ，2,3,“0 在 (0 ，1)内一致分布. 

我们现来证明下之 定理： 
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定理若 d 为一无理数，则点集 

{xiJ} ~ xd — [j^] x = 1,2*3,**» 

在 (0,1) 中-致 分布. 

证♦.设 ( a ,6) 为 (0,1) 内之任一小区间.由定理 4.1 我们有无穷对整数 9 >0,/) 
使 

占 = 上 +4 ， u i< i. (/»,?) = 1. 

9 9 

命《^为二整数，使 


又设 rt = rq + s ,0< s < g ,> 为-一整数 . 0 < r ， 我们现来看一完全系 （mod q)jq , 

jq - f - 1 *••• tjq — 1. 显而易见， 


⑽ +_= 

I s ' l <2. 

因 L/^l 与是无关，故当 6 = 0, l ，"_, g — 1 时, # +[> a ] 亦跑过一完全剩余系 
(mod < 7 )，故个数 < (片 +★)<?} 中，其落人 ( a ，6)中者多于 t/—M — 4个而少于 v —“ 
+ 6个，因之， = 1,2,…， n 〉 中，其落入 U ,6) 中者，多于 


r(,v 一 u 一 4) = —(. V 一 u 一 4) — — ( x / 一 u 4) 
<1 Q 


^ nib — a ) • 


u — 4^ 


个，而少于 


(r -f- 1 ) (v 一 m + 6) < n i, V q “ v 一 M "^~6 < nib — a) 

+ 鸟 + … ±6 ” 

q n 

个.设 e > 0 为任意给定之数，取 9 甚大，使 i < ■! •，再取 n 使《^5 <+, 

q c n c 

则得 

n(6 一 a) — rtt ^ ^ n(6_ a) 4 - me. 

即 

N„(a t b) 

lim - = b — a. 
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§12. 一致分布之判断条件 

定理 l ( Weyl > —数贯 

0 < x * < 1 ( 

是--致分布之必要且充分条件为对任一 (0,1) 间 Riemann 可积函数 / U ) 常冇 

^ / - ( ■£^ ±二±/ _ ( _ 以 = 「 /( 疏 ( 

n Jo 

证.•先证明若 （1) 是一致分布，则 （2) 式成立. 

1) 命 

，/、 \ Ct 若《<工<6， 

/( j ：) = < 

(0, 不在此隔间内. 


Hm + - + =fHm = f(i 一 fl) . 


而另一方面 


f { x)dx — c(b — a ) f 


故定理对此函数为真实. 

2) (2) 式是一线性关系，即若对乃，…,久能成立，则对线性关联 c ,/, +…+ 
c k f k 亦成立，由 1) 可知当/为阶梯函数时也真实. 

3) 习知：若/是一 Riemann 可积函数，则任与 e > 0能有二阶梯函数 < p t ( x ), 
屯 （ x ) 使 

< p , U ) </( x )<0,( x ), 0< x < 1, (3) 

且使 

<£. (4) 

由 2) 已知本定理对屯（: r 〉 及灼^〉真实，故 

1" a^iOdt = lim 丄 ) + …+ p ( x ,〉） 

JO ' n-^oo fl 

< lim 丄 (/ U ,) + •••+/(•!•〉） 


又由 （3) 可知 


< lim - L (4» r Cx 1 ) + — - I < P t U ) dt . 


^(Odt < fU)dx < ^ ix ' Xlx . 
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lim /(ji) + '" +/(x - ) - 
»-»«» n Jo 


<« 


此证明了本定理之必要部分. 

定理之充分郎分极易证明：仅取 


fCx ) 


Jit 若 
jo , 若不然. 


( 2 ) 式即变为 


Vim NM^) =b ^ at 


附注 ：在应 用时本定理十分困难，盖须要对所有的 Riemami 町积函数进行研究 
才能证明一致分布性也.但以上证明中指出一点：用所有的阶梯函数即已足够，实 
际上说明：如一函数组能够以其线性式接近所有的 Riemarm 可积闲数，即合所求. 
此乃以下定理之所由来. 

定理 2( Weyl ) 在定理1之假定下，另一 必要旦 充分之条件为 （2) 式对 / U ) 
= e Umu (m =士 1 , 士 2 ,…）真实 • 

换言之，贫 （ 1 ) 为一致分布之必要且充分之条件为对任一整数 m 关 0 ,常有 
lim 丄 | I = o . 

■— n 1 fTi 1 

证:必 要性毋待证明，今往证其充分性，定义 

fl » 若 0 <: r < a ， 

1 。， 若 <2<工<1. 




故若能证明 


lim 


g(^i ) + …+ g(x,) 


lim 


N,(0,q) 




则定理已明.今往做出以 1 为周期之一连续函数来接近 g ( z ). 定义 
Cx 一 rj~\~S)/S* 若 — 

1 • 若 7 < or < fl — 1 ft 

一 (x 一 a if 一 1石， 若 一 rf ^ x ^ a 一 ” + 汐， 

, 0 ， 若 fl 一 d < x < rj — 汐 + 1 . 

此处 0 < & < min ( a*l — a ) »0 ^ 显然 


(工） 
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由于 g M ( x ) 是一连续函数，故 

g v »(x) = 2 C 严：， 


且当”关0, 


rr-#fi 

C o = J y , g v »(x)dx = a-\-S — 2ift 

C - u ^ g vt { x )dx 

= sinnir(a + $ — 2j7)simi7r 夂 




S ,., U ) = + … + g “( J *) 

k 

=IE E cy 气 

=x Xc . z^,. 

K •■_» fml 

S ， .,(J：) = Co + 2 c ■士 2 eWi 

W 史 ;ml 

■ 9*0 

+.S.c. 士 i>—. 


LK 系叫 <吾|^. 

当 N 充分大时，可使此不等式之右边<«.固定此/ V ,由于 


故》1取*充分大使 


即对 任一对 固定的 7 , S 常有 


= 0 , 


S c - xS « ! ~ <« 
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I — (a -f 5 — 2 rj ) |<2 e ， 
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即 


命 


由于 

故对任一8常有 


limS ,^ Cx ) = a -\-8 — 2 ri . 
su) = g(") + :•+〆:.> 


S a .,( x )< S ( x )< S 0 ., U ), 


a — 6^ limS ^ limS < a + 占 . 

4-»oo k-*OC 

即得 

limS = a. 

此证明了本定理. 

附记：为了更清楚地说明一致分布性，最好利用单位圆来代表单位区间.命 


6 . 


n = 1，2» …， 


如此则将贳 （1) 变为单位脚周上之一贯.此种表法优点之一是在将区间 （0,1) 之二 


端点 0 , 1 之特殊性予以销除.在圆上任取一弧段，其长为27^(«<1)，则一致分布之 
点贯落在此孤中之个数占全点贯之 a 倍.由于对任一幣数 c / 常有 




故可以不一定假定贯 （1) 在 (0,1) 之中.即可以定 义:若 一函数 fU ) 之分数部分在 
(0,1) 中一致分布，则谓 /(X) —致分布 ， mod 1. 而其必要且充分条件为:对任一整 
数 mO 0) ，有 

lim 丄 = 0. 

n 

此式之意义谓：对任一 W 关0,点列 

= 1>2 , … 


之重心为圆心 . 显然可见，如果 /( x ) 一致分布 ， mod 1，则对任一非零之整数 m , 
m /^) 也一致分布 ， mod 1. 

在一致分布问题之研究中，错有趣而尚未解决之问题为 〆 是否一致分布 ， mod 


定理3 


1 ，皆有 


函数 /( d 为一致分布 ， mod 1的充分且必要之条件为对任何 0< fl < 

lim — 2 {/(工)十 a } = 4". 
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证••必要 性:若 /(x) 为一致分布， mod 1,则 /(or)+(2 亦为一致分布， mod 1.故 
只须就 a = 0来证明条件为必要即可.令== 则因定理I即得 

lim 2 {/(j:)} = 

充分性：设0<6<1，则 

丄金 {/(1) + 1 — =丄 y ； ,({/(x)}-f 1-6) 
n f=1 n 

此处中之: r 跑过1,2,…， n 中使 {/(:cW <6的各数，[ 2 中之 z 则跑过1，2, 
•••，n 中使 {/(x)} >6的各数，由是即得 

丄左 {/ U) + l — 6} = » 】 ^~n l N m ( 0 , b )- b . 

91 »-l T-l 

命 „ 4 oo 并注意定理之 假定， 即得 

lim -^-N»(0*6) = b . 

■■*<*> n 

明所欲证. 
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§ 1•弓 I 言 

所谓不定方程乃指变数之数多于方程之个数，且未知数须受某种限制（如整 
数，正整数或有理数等）之方程而 n •舍一次,二次外，不定方程之讨论，异常琐碎. 
Dickson 于其所著之数论史之第二册中专论此项方程，共占八百余页，其繁碎性及 
复杂性•概可想见•此类方程肇源颇古，三世纪初有 Diophantus 者，曾违议若干此类 
问题.故今仍有沿用 Diophantus 氏方程之名者.我国周髀算经之商离定理 
“句三股四而弦五” 

亦为此类问题之滥觞，考其时期远在 Diophantus 之前.由商高 定理& 即联想 到：求 
直角三角形之各边皆为整数者，换言之,求整数 • ra ,* 使 

= z*. 

此将于§6 中解决之. 


§2. 一次不定方程 


由定理 2. 6. 2巳知不定方程 


ajJTi + + ••• + a H x H — N 

可解之必要且充分之条件为 

，•- -.a,; | N. 

今设 〉 O . a : > 0, …， >()，（〜 ，…， a ,) = 1 ，问当 N -*• oo 时， 

fliA+a 2< r* + … +a ■: r, = N ， x, ^ 0 (v=l-2 ， . ， n) (1) 

之解答数之无穷大之阶若何？(未读微积分之读者 Pi 以略去本节之其余部分 .） 

定理1 设(〜，…, a ,) = 1.命 A ( N > 表 （1) 式之解数，则 


lim 


证：1)因 U ,， 


a m ) 


A ( N ) = _1_ 

N" 1 — 1) ! 

1，故 A ( JV ) 为 


/(x) 






第十一章不定方程 


• 267 • 


之^之系数.命 

为 （1 ）（1 一 / O … （1 一0之诸根.其歌数各为 

n,/i 

因 ( ai ， a 2 ，…， a ”） = 1，故 ^ ti — l(i = 1，2 〆 ••，/)• 

用部分分式法得 


/(•r) 


(1 - x )- 


A t 

1 -x 


+ (^ + - + ?^ + 


+…+ 








(C.-x)^ ' ， 

此处 A，B， …， P 皆为常数. 

2) 命 

(7 ^) T = Aa ' ， ( 1_ f )' 

之展开式中 a： v 之系数为〆 N), 则由二项式展开定理，可得 
(一 m-/-i)."(-/-N+i) 


0( N ) = Aa 


A^a 


K ) 


(N + /-1 )(N + Z -2 ).“（N + 1)/ 1 \ N 


(/-!)! 


(7) - 


于是 




A 

N — j \. • (/- l )!. 

依法展开 (2) 式中之各项，其: c N 之系数 A ( N ) 必适合 
A ( N ) _ A m 


— N? r ^ ( n - l ) i 9 


闲 （< n — 1 故也. 
3) 由 （2) 可得 


A . = lim 


( 1 - x )- 


(1 一 ： ） … （1 一： r 41 -) 


(2) 


(3) 


V . a ” 

定理 2 当 TV 充分大时 ，（1) 式必可解.所谓充分大云者，乃谓有一正数 C 存 
在，凡大于 C 之整数 N .( l ) 式常有解答之意. 
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习题.若 ( fl ，6) === l ， a 〉0,6>0, 则 

ax -\r by = N, x ^ 0* 


之解数为 


y>o 


N — (.bl -am ),, 

- dt, - + 1, 

此处之 / 为 bl 三 N ( moda ) 之最小非负解答，又 m 为 am 三 N(mod 6) 之最小非负 
解答. 


§3. 二次不定方程 


今往解不定方程 

ax 2 bxy -f cy a 4- <ir + ry 4- / — 0. (1) 

命 D = 6 2 _ 4 oc •若 D = 0,则以 4 a 乘 （1) 式得 

(2ar + 办 ） l + Aadx 4- \aey -f- 4a/ = 0. 

此类不定方程之解法不难.命 2 or +知《 则 

t 2 -h 2i2ae 一 bd)y 4a/ — — 2dt « 

Ct -j- d) 1 = 2(.bd 一 2ae)y -h d l — 4a/. 

先由同余式 

U~\-dV ^d 2 -Aaf (mod 2(W — 2 從 ）） 

求/，再由是求出 

今设 D 关0.以 £>* 乘 （1) 式•则 

aD *: r *+6 D * j ^ + cD z y +<£ D z jc + « D l ：y + / D 2 =0. (2) 

命 

Dx = x 7 4- 2cd _ be » Dy — y 2ae — bd. 

代人 (2) 式 

a(^x 4 - 2cd — be) 2 be)(.y f -2ae — bd) + c(,y 4 - 2ae — bd) 1 -\r 

- i - dDix +2cd - be) eDiy -\-2ae - bd) fD l = 0, 

即 

ax /2 + hx ， y ， cy ft = k f (3) 

此处 

一 k = a(2cd — be) 2 -h b(.2cd — 4r) (2a« 一 bd) 4 - c(2ae — bd) 2 + 
-\-dD(,2cd - be) +eD(2a£-bd)-\- /D 2 . 

故 （1> 式是否可解，实依赖于 (3) 式能否有适合 

X* = be 一 Zed f y •三 bd 一 2ae ( mod D) 
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之解答.故解不定方程 (3) 乃一先决问题. 

§ 4 •解 ax 2 -f- bxy -h cy z = k 


今往解 

or * 4- bxy + cy l — k % (1) 

命 d = 6 2 — 4 從.今假定 d 非平方数及 = 1. 且只须求解之适合 ( x ,： y )= 
1 者，如此之解谓之既约解 （proper solution ). 

定理1 若: r ，; y 为一既约解，则可唯一定出二整数 s 及 r 使 

■ rs—>r = l (2) 

及 

I = (2 ax 4- )r + (&r + 2 cy)s 

适合 

l 2 (mod 4*), 0 < / < 2*. (3) 

证:命 r 0 , So 为 （2) 之一解，则 （2) 之诸解为 

r = r 0 4- Ajt , s — s 0 •¥ hy % 

此处 A 为一任意之整数.由是 

/ — (2 ax + by ) r 0 4- (bx 4- 2 cy )5 0 4- 2 h ( ax 1 4* bxy 4 cy 2 ) ~ 

= lo -\-2 hk . 

故可取唯一的 / i 使 0 < / < 2 L 又 

l 1 = [(2 ar + 6_ y)r + (6 r + 2 cy)$y — 

= 4( ar * + brs -h cs *) ( ax * 4 - Oxy + cy l ) -f (6 2 一 4 ac)(xs ~ yr ) 1 = 

=d (mod 4 务〉. 

定理 2 若 ( a ，: y ,) 与 ( ar :） 为对应于同一 / 之二既约解.则其间有次之关系 

2 ax , +(6 + V ^)： y ] « (2肛 2 + (6 + ⑼力 ） (^|^?)， ⑷ 

此处之/及《为 

t x - du l = 4 (5) 

之整数解.反之，若力是一既约解•则由 （4) 所定义之 : r , ，％亦为一既约解，且有 
相同之 /. 

证今先往证明 

t = ((2 axi +4 »)i )(2 ar 2 + by z ) — dy^yi )/2 ak 

u =— ( xiy t — x t y \ 

即合所求.今所需证者为 f 及 u 均为整数，且适合 (5) 式.因 
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t^fu Jd _ (2 ari + fry t )(2 ar ? +知2) 一办 i 力士 2 a(ji y 2 — j 2 3> i ) -Jd 
~2 iak 

__ (2qji -f by x ;>f2y' 、、 lax l -\~by 2 士 v^yz 〉 

(2axi +6yi \fdy i ) ( 2ax \ 4- by x ~~ y/dyi ) 

(2gj：i - \-by\ T < y5jyi)C2art +Ay 2 ±\Z5y 2 ) 

(2ar? + )(2ax: + 6_y 2 — y/dyi ) 

故 （4) 式成立.又因 


t 2 — du Z _ l + yfdu t 一 y/du 
~ 4 ~ = ~2 ~ • ~~ 

即 f 及 k 适合 (5) 式.又 


2axi + by\ = C2ax x + 〜）（ j l< r l — r x y x )= 


同法 


(.2axi -\-by x >5jXi — / 3 »i H~ (tei + 2cy x >5^, s 
! 一 Ly\ (mod 2^). 


laxi - f - 6y * =— / y 8 (mod 2 k ). 

故 

2 a (. x x y z ~ J ： ty \ ) = 0 (mod 2 k ) ♦ 

(6 4- /) (Ji y 2 — x t yi )=0 (mod 2 k ). 

同法 

2 cix\yx — xiy \) = 0 (mod 2 k )» 

(.b — l )( jciy 2 — x t yi ) = 0 (mod 2 k ). 

但 


故 


(2a，6 + Z，6 — It2c) = (2a«26«2c*6 + /) ^ 2» 


^iyt ~ x z y\ s 0 (mod k). 

即 《 为粮数 . 故 〆 亦为整数 . 但已知 £ 为有理数，故 f 亦为整数 . 


2 ) 设 


2ax, +Cb-\-Vd')y l = (2ar 2 + (6 + v^)> 2 ) . 

且 P —办 2 = 4 ， 则 

t — bu _ | t-\- bu 

X\ = ― g — Xi — cuy t , y x = aux 2 H - ^ — y:. 

设 n 对应于解 A ， _yi ，则 

t-\- bu t t 一 bu 

r 2 = —-— n cusj ♦ s 2 ^—auri H - r s t 


(7) 




第十一章不定方程 


对应于解.盖 

1 = Xis, — y,r, = (•' 2^ ■" 成 ， 2 卜 - ^aux 2 +—jn = 

= x 2 s \ 一 flur , j —( c «5 t 4- -^ Y^-n )= 

= x 2 s 2 — y t rt. 

又命 W 2 各对应于 ( A ， yi ) 及 U 2 ，; y 2 ). 则 
l\ = 2aa ： \r x 4 - 6(j ： i5i + ： yin 〉 + 2 c^,j,= 

=(2 arI + foj ) (~ _ 2^ x * 一 )+ + 2 csi ) ^auxi + ^ 卜 

— (2a(r 丨 £ _卢 + hOi )+6 卜 1 卢 + nau j |j t + 

+ 卜 (n 1 - Sicu )4 - 2f 卜 — r x au j Jy 2 = 

= 2ax t r 2 +6(x 2 s 2 + yzrt") + 2cy t s 2 — l 2 . 

故得所言， 

今分 dXJSdco 两种情形论之. 

定理3 设 d <0 .命 

|2 若 </ <一 4， 
tv = s 4 若 d =— 4， 

(6 若 d ==— 3. 

则 U ) 式有切 个既约解对应于同 一/. 

证：由定理2,我们只须证明对应于所与之么方程 
t l — du z = 4 

之解数为 xt •即可. 

若 d <一 4,显然只有 f =土 2 ,u — 0 二解. 故 xt ; = 2. 

若 =*一 4,则 

t 2 + 4 m * = 4» 

此式只有£ =士 2 ，u = 0及 f = 0，*< =士 1四解 • 

若 d =— 3,则 

t z -f 3 u 2 = 4. 

此式有且仅有次之六解： 

t = 士 1 ，m =± 1 1 / =士 2，“ = 0. 

定理 4 若 d >0, 则 


x l 一 dy 2 = 4 
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之诸解，可由次法得之： 

命 J：。，％ 为上式之解中使0：。+加7^最小者0：。>0,>>0).则此式之所有的 
解 x，：y 可由 

x-\-y^Jd = 土 / Xp + yo 'Jd \ 


i_0 

* - \ c / 

得出之， 

此定理之证明与定理 10. 9. 2同，盖已知此式必有解答也（因〆 - dy l = 1必有 

解） • 


命 


x 0 -h yo Vd 
~ " 飞 ， 




定义 设^>0，（1)式之解之适合 
2 ax + (6 — Vd)y > 0, 1 ^ 


2 az 4- (,b + y / d)y 
2 ax + (6 — yfd)y 


< t l 


者名为厭解 （primary solution). 

若书 

L = 2 ax + ib -\- «/ d ) y * L — lax + (b — */ d ) y , 

则上之条件变为 


L>0, 


叫 r 


<€*. 


定理 S 若 d>0, 对应于同一 /,(1) 式如有既约原解，则只有唯一既约原解. 
证：由定理2已知，若 A，：y。 为 （1) 式之一既约原解，命 L。 为其对应之 L， 则凡 
(1) 式中对应于同一 /之既约解皆可表为 

L =士！^〆 

之形.已知 

Ifck . 

只有当 n =o 时有 

1<|金卜' 

此时 


L Loe" 

L ^ uT 


故得定理. 

若> 0,命 w : 


L = L 0 > 0. 
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今推广原解之定 义：当 ^>0时，原解定义 如前; 而若^<0,则凡既约解皆名为 
原解.于是定理3及5可合 并为： 

定理6 对应于同一 /,(1>式如有既约原解，则只有 w 个既约原解. 

定理5建议吾人求 

ax 2 + hxy 4- cy 2 — k 

之解时，不必在整个的双曲线上摸索.顷解仅在一有限的双曲线上.获得原解后，可 
由公式 L == 士“ 〆 以求出所有的解.即若 e 已知，仅须经冇限手续即可获得所有的 
解.切实言之，从 

L 0 L 0 = iak , L 0 > 0, 1 < I I < ， 

可知 

I jCo |<| La I = J j ^ - =2 y/VakJ j <2 y/\ ak |c, 

即 


I 2y/dy\= \ Lo-Io l<l L 0 l-H L 0 !< 


I ， 2c y/\ ak \ /d. 

仅须寻求适合 0<： y <2 e 之解，其余可由公式得之. 

当 a > 0,务 > o 时，由 r > o 及乙 r > o , 可知 l > o . 因之，结合 r < l ， 可得 


0 < 2 -Jdy ― L 一 L ^ L = 




故得 


^ c - >/\ak. 


0 <. y^£ Vakjd. 

此结果在实际计算时，略佳于以前所给之限. 

习题 1. 如上述之假定，证明 

( e — +) 


习题2.证明 


bu 


- cuy ， 


y \ 


- 


变 az 2 - {-buy + o » 2 为 -\- bx \ y \ 
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§ 5.求解方法 


由前已知，吾人须求出 

ax 2 -h bxy - f - cy l = k 

之诸解.今就^ > 0 且非平方数之情况讨论之.此式可写为 
(2 ar ~ hdy) z 一 dy l — \ ak . 

故解次之二次式 

x 2 — dy 7 = Sk , ife > 0,彡=士 1 (1) 

乃第一要亊.若 AC #， 则由定理 10. 8. 3可知 ：所有 （1) 之解可从之渐近分数中 
逐一试出（因周期性，故此项手续有限）. 


今再说明，若 I >斤,则亦可以化成 k <^/ d 之情形讨论之. 
设: t ,： y 为 （1) 之既约解，则有: c , 及： X ,使 

工 y \— yxi = S . 

以: r ? 一办？乘 （1) 式之两边.可得 

(xxi ^ dyyO z — d(xyi — j , y )* = — dy \), 

即 


(xr I — dyy x y — d = fife ( x ? — dy \). 
命 x 。，： y 。 为 （2) 之一解.则 （2) 之诸解为 


( 2 ) 


故 


x\ — x 0 -h tr , yi = yo 4- ty. 


故可取 f 之值使 


xx x ~ dyy x = xr 0 — + ( x * — dy z )t — 

= xx 0 — dyy 0 -f dtk . 

I ^Xi ^dyy { |< y. 


命 I xr , — dyy x | ― /，即得 


• r * ^ dy \ — ^ = if h , 7 =士 1 ， h > 0 . 


则 

h < mBx (^ n < ^ = k 

由此可见，由 （1) 式之一解 . BJ 以得出一间样之方程，其 i 较前为小者.若仍比 
1 /3■为大，则可续行此法.此种讨论建议次之方法. 
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先求诸/，使 


者，命之为 


I 1 (mod k ), 0</< |- 


“ ，…， / i . 

命 (/?-心/洪= _•，， 二士^〉。 .解方程 
x \ — dy \ = rfyh x , 


x\ —dy] — rj,h,. 

假定& ■，则由连分数的方法解此方程.命 njy, 为其一解. 

则 

_— <W：y • 土 liXi _ —&Ti ± /,y. 

为 （1) 式之解，盖由 

ij , h,Cx 十 ^/ Jy ) = (: Ci + V^yi) (—5#士 D 

即得 

x 2 — dy 2 = dk . 

又若 (3) 式中的 ： r,：y 为整数，则此对 :r,：y 即为所求. 

若仍有& >V^， 则如法进行，可得 

x? — dy ] = ijihi 

之一切解.因而搏到 （1) 之所有解.今举一例以明之： 

例.求解 

X 1 — 15y 2 = 61. 

先求适合 

I 2 = 15 (mod 61), 0</< y 

之诸解.即于 

/* = 15 + 61/1. /* < 900 


(3) 


(4) 


中求 A 使 15 + 6U 成平方数#.令 /t 经过 0</r< [^]= 14,逐一代入后，知只当 
h - 10时为然，其时 

/ = 25, h = 10. 


故今须求 


jr? - 15>f = 10 


(5) 




之解.但 10 仍大于故再求 


Z 2 =15 + 10/1， /<y = 5 

之解.此只当/ = 5 ， A = 1为然，故须求解 

x\ — 15^1 = 1 . ( 6 ) 

由连分数法，知 （6) 之解答为 

x t 4- y/lSyi =士 （4 + yTF )". 

故 

X\ + \ZITyi =士 （4 + vT 5)"(5 ± \/ lT ) f 
而 

x 4 - =士（4+ v ^>(5 士 yiT )(25 士 #)/10. 

此处之 三个士 号各不相关.故得 

• r + V ^ eiU + N/TBVcM 士 3 V15) 

或=士（4+ 士 2 VTS). 

另一方法，可由§4之末所列之不等式箅出之，即 0<： y< C 在本例中 

得出 0<： y <7 .作次表 


y 

1 1 z 1 

3 

4 

5 

, 6 

7 

15(2>~ 1) 

15 

45 

7S 

105 

135 

[ 165 

195 

15^ 

15 

60 

135 

240 

373 

~~540 

735 

15>« +61 

76 

121 

196 

' 301 

436 

601 

796 


此表之造法如次 :第一 行无待解释.第二行中之每一项乃由前一项加30而得 
者.第三行中之第 i 项乃 由第* — 1项加第二行中第 i 项而得者.第四行乃由第三行 
加6〗得之，更毋待言. 

习题1.求下列诸不定方程之诸解 

(a) 3:r z — 8xy -h Ty 1 — Ax -h 2y — 109 » 

( b ) 3xy -f- 2y l 一 4a: 一 = 12 ， 

(c) 9x* -Uxy + Ay 1 + 3a: + 2：y = 12 ， 

( d ) x * -8 ary - \7y z 4 - 12y 一 75 = 0. 

习题 2 .设求证 

ax 1 4 - bay 4 - cy z = k 

之解，可由 

cue 2 + 6r + c = 0 

之根之渐近分数得之.试推广本节之结果. 
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§6. 商高定理之推广 

求 

x* 4- y = z i 

之诸整数解. 

若 U ， y ) = 则 ci 亦为 z 之因数.故讨论此方程式之解时，可设 ( a ：,： y )-= 

1 . 其他之解悉可由此类之解乘以一数而得之.乂显然只须求解之适合 ： r >0, y>0 
及 z >0 者. 

■ r 及: y 中必有一为偶数.不然，则 

x * = y = 1 (mod 4) , 

即 

: r * +_ y : 妄2 (mod 4). 

亦即/为2之倍数，而非4之倍数，此不可能.故可设欲求之解中， x 为偶数. 

定理1 不定方程 

(1) 

之解适合 

x >■ > 0,z > 0»(j ： ,y) = 1*2 I x (2) 

者，必可表为 

x = 2 ab *y — a z — b 2 — a 1 + » (3) 

( a ,6) = l , a >6>0,“,6 中一奇一偶 • （4) 

如此之与 ( fl ，6) 成一一对应，即不同之对应于不同之(0"，>»，2) •且反 
之亦然. 

证：1)由 （1),(2) 以求 (3),(1). 因: y 及2 皆为奇数，故皆为整数， 
又 

(〒 ，宁卜一. 

由 （1) 立得 

㈤ 、屮.〒， 

故 

宁 =a :,〒=纪， 

此处 a > 0,6 > 0且 a > 6, ( a ,6) = 1. 
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又 

a + 6 = a 2 - i - 6 2 S2=l (mod 2 )， 

故 a ， b 中一奇一偶.而得 ( 3 ) 及 ( 4 ). 

2 ) 由 （ 3 ),( 4 ) 所定之: r，：y 适合（ 1 ),( 2 〉. 

X * +y = (. 2 ab ) 2 + ( a 2 一 6 2 )* = ( a z + 6 2 ) 1 = z 2 t x > 0 ,^ > 0,z > 0,2 I x , 

若 (: r ， y ) = d ， 则 

d \ y — a 1 —b 2 , d \ z = a 1 -{■ b l . 

故 d I 2 ( a 2 , A l ). 因 U ， 6 ) = 1 ，故 d = 1 或 2 •但 a 及 6 中一奇一偶，故 _ y 为奇数，即 
c / 关 2 ,所以 1 . 

3 ) 若 < h ， bi 及 a ， 6 表同一■解，则 

宁= «;=<■■， ^ = 6 f = 6 s . 

故 A = a , 6 t = 6 ( 因 a , , 6 ,皆为正数），而得唯一性. 

如以^除 （ 1 ) 式，并命 6 = 则本节 所讨论之问题，一变 而为： 求圆周 

^ + ^ = 1 

上之有理点（所谓有理点者乃指其坐标皆为有理 数). 换言之，本节证得，单位圆上 
有有理点 

t _ 2 ab _ a 2 一 b l 

卜 a*+fr 2 ’ 7 = fl * + 6 2 • 

其数 无穷. 今推广此问题.即问任一二次曲线上有无穷个有理点否？此说并不真实. 
例如：双曲线 

=2 

上并无有理点.盖若命$=子， 7 = ■ fyU ^ y ^ z ') = 1 ,则一变而为求 

x z — 3y 2 = 2s 2 

之整数解的问題.取 3 为模，则 

X* = 2z 2 (mod 3 ). 

由此可得 3 丨 a ：，3 | z •更由前式 3 丨: y , 此与(: r ，： y , z ) = 1 相违背.但吾人有次之定理： 
定理2在非直线的有有理系数的二次曲线上如有一有理点，则有无穷个科 
理点. 

证：可以假定所经过之有理点即为原点(不然，用平行移动 〆 = = 7 + 

沪，即得所需）.此二次曲线可以写成 

Sz($trf) + Si ($ ，彳 ）= 0 ， 

此处 SM ， rf > 为$及 7 之 I 次齐次式•若 S , (匕 7 )恒等于 0 ,则原二次曲线为两条立 
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线.若 S 2 ( f ， 7 ) 恒等于0,则原曲线为一直线，故均不能恒等于 0. 
今命7=这，则 

6S:(1 ， C)+S,(l,p = 0. 

而得 

故有无穷个有理点. 

定理3设 A ， B , C 为不全为苓之有理数.若 B 1 — AAC 为一平方数，则二次曲 
线 


A^ 1 + B^rj -f- Ci^ 2 H~ Df + Erj + F = 0 (5) 

上有无穷个有理点.换言之，若一双曲线之渐近线之方程有有理系数，则此双曲线 
上有无穷个有理点；又一抛物线上也有无穷个有理点. 

证:命 B 2 _4 AC = L 2 , 则 

^+ B f , + C ,*= A (( f + A ,) ， + ( f -^)- 

= A ( f+ S_‘)(?+ 聂 7 + 轰 7). 

若 L 尹0,命 






B + L 
~2 A ~ ，1 ' 


> p, _ B 4~ L 


解出$及 7 代人 (5) 式可得 

W+dv + ev + 广 = 0. 

解出〆得 

〆=:- (EV + F , )/(Arj ， + D f ). 

故显然 （5) 有无穷个有理解. 

若乙含。，命〆 与芒 +吾 iy，i/=— 7,则得 

乂' 2 + D'〆 + £：Y + 〆 = ()■ 

若 t 关0, 则!/ =—(W 2 +£>>' + 〆)/£：'.故有无穷个有 理点. 

若 f = 0,则原曲线并非二次曲线. 

附注： 由定理2及3,推出下列的问题.命 

/(xj ,j ：2 *j：j ♦ —,x.) = 0 (6) 

为一 x,，••• 之整系数二次齐次式(不能分解为一次式之积).今问有无穷个整点 
适合此式之条件？由定理2可知当；1>3,则如其上有一非原点之整点，其上即有无 
穷个整点.但何时其上可有一整点？ 例如： 

x? +:c!+:ri + …= 0 
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其上决无原点以外之整点.故建议吾人必须假定 /( 色 ，…,艮）= 0有实数轨迹.吾 
人可证明如合此条件，且5,则 （6) 上有一整点.亦即有无穷个整点（此乃 Mayer 
之定理本书不论证之）.但当 n = 4,此定理不能成立.盖若 
x \^ x \+ x \- Tx \ =0， 

则可假定 ( A ， j : : ， jt 3 ， jr <) = 1. 又得 

+ x * + x * 4- x | = 0 (mod 8) ， 

而/安 0, l ,4 (mod 8). 由此式可知 2 丨 （：《："々， i ,, xj •此与偁定相违背. 

习题1.解不定方程 

x* 4-y — z * * 

并证明其解能适合 

x > Oty > 0 f z > 0,( x , y ) = 1»2 I x 

者，由次式与之： 

x = 4 a 6( a z — 6*) , ^ = | a 4 - f - 6* — 6 a * fr * 1 ♦ z — a 1 + 6* ♦ 
a 〉 0,6 〉 0 ，（ a ， 6) = 1 ， a+6 拓 1 (mod 2). 

习題 2 .证明 

• i 4 + y = z 2 *2 I jc 9 y > 0 *z > 0»( x , y ) = 1 

之解答为 

x = lab — I 4 a 4 一 b * \ f z = 4 a * -h b A • 

(flt6) = 1，a > 0,6 > 0,2 氺 6. 

习题 3. 证明不定方程 / 十 ( x + d * * y 之解为 

X = j((l +7? 产 , + (1 -V2) ,,rfl -2), 

y = 点 ((1 ~\-- j2) lw¥X -(1 产 *), 

且无其他解. 

习题4.关于商髙定理 3 l +4 l = 5 2 有次之推广：10 2 + 11 2 + 12 1 = 13*+ 14*. 
一般言之，证明 

(2” 2 + n )， + (2 n * + « + 1)* + …+ (2”： + 2”)* = 

* (2 n 2 + 2» + 1)* + …+ (2 n * 4- 3 n ) 2 . 

习题 5. 求证下列诸曲线上有无穷个有 理点： 

( a ) if ( d - e ) = $*， 

( b ) 〆 #+<) 治 diif — 令、， 

(c) f + T 3 — 3戎 7 = 0, 

(d) (f — 一 0^(2 9 +3 心 = 0. 
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习题 6. 定出所有的三角形,其边及面积皆为有理数者. 

习題 7. 研究不定方程工*+/+* 2 之解. 

习题 8. 设整数 a ，6， c 不同号 ， a 6 c 关0,且 o 6 c 无平方因子，则不定方程 
OZ* - \-by 2 +CK 1 =0 

有不全为零的整数解的充要条件 是：一 Ac 是^的二次剩余， — ac 是 b 的二次剩余, 
一 ab 给 c 的二次剩余. 


§ 7. Fermat 猜测 

Fermat 曾推测当 w >3 时 

x" 4- = z •，: t > 0 ,y > 0，* > 0 

无整数解.此定理是否真实，至今仍为疑案.所可言者，只于2 <;i< 619时，此定理 
已经证明，即此甚微之结果，亦已耗却颇多数学家之脑汁矣. 

欲证此定理，仅需证明此定理当 ” = 4及”为奇索数时真实即已足够.盖 若”有 
一奇素数因子 ，则有 

-h ( y m / n f «= izr ^ y . 

若 n 无奇素数因子，则 n = 2*.ife> 2,则有 

W + (y /4 V = W. 

是以吾人如能证明 n # 4 时之结论，则墼个问题之解决，将 归于； i 为奇素数时之情 
况矣. 

定理1无整数能适合 

i •‘ +y = z *, x>o.^>o. 

证:设《为最小之整数，使不定方程 

■r 4 + y = “ 2 ， x > 0» y > 0 

为可解者.则 ( X ， y ) = 1. 若不然，则将小于„，且具同一性质. 

Kx*yr 

同于§ 6之讨论,：!■及: y 必为一奇一偶.设 x 为偶，则由定理 6.1, 
x 2 = 2ab^y z = a 1 — 6 2 , m = a 2 + 6* , 
a > 0*6 >• 0,Ca,A) = l，a + 6 se l(mod 2). 

若^偶6奇，则 y 1( mod 4) •此不可能.故办偶 a 奇.命 6 = 2 c ， 则 

( ji ) : 1 0/0 ， = 1. 


因之 


a = d z *c = /* > 0,/> 0,(€/,/) — 1,2 \d. 
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故 

即 


y — a 2 — b z ^ d K — 4/*. 


(2 尸 >*+，* = (<f) 1 

且 (2 尸,: y，/) = 1. 

再由定理6.1，得 

2/* — 2 lm ^ d 2 — / 2 -f m 2 ,/ > 0 ,m > 0*(/, m ) = 1. 
由 


可立得 


故 


P = lm t (/ ， m) = 1 


j ? *(r > O.j > 0) 


d 2 = r A + s \ 


但 


d ^ d z = a < a * < a * 十 6* = u . 
d 较 m 更小，与假定相违背.故得定理. 


此法乃 Fermat 所创之无穷递降法 （M6thode d # infinite decent). 其证法之逻辑 
步骤 如次： 

(1) 若一命题 PU ) 对若 T 正整数 n 为真，则在此诸 n 中，必有一最小者. 

(2) 若 P(n) 为真,则有一正整数// < n ，使 PU ) 亦真. 

若此二步已证，则命题 P(n) 决不真实. 

习题1.证明次诸不定方程 无解： 

(a) :r‘ + 4y = «* ， x > 0, > > 0, 

(b) x* - y = **, y>0, z>0 9 

(提示：〆 +4( 巧) 1 = (x‘ +y)*.) 

(c) x 4 - y = 2z*, : y>0， z > 0 t 

(d) x* — > 4 = pz 2 , z > 0, 

此处户为素数， = 3(mod 8). 

习题 2 .证明不定方程 

i 4 - 2、‘ = 1 

无正整数解. 

习题3.证明不定方程组 

x l + y 2 — z l 
y 2 z z — t 2 
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无不全为0的整数解. 

习题•〗.利用上 题证明 ••三边皆为有理整数的直角三角形之面积不可能是一完 
全平方数. 

习题 5. 证明对任一正整数 n > 2,不定方程 

+以+…+ y ! 

有无穷多组正整数解. 

(提示:2« = 2 8 + 1 4 +3 3 +2\) 

习题6.求出不定方程 

Zx m = 

的全部正整数解. 

习题7.设 “ m . n 为正整数，（加 I ，》 i ) = Un , m ) =(则，/) = 1，则不定方程 

y 十 y» = 2- 

有无穷多组正整数解. 

(见数学通报1955年8月号•同祁，方程 V + 6* = f 之整数解 . > 

习題8,若 f+y == z - 无整数解，则 

工 2 - + y- *= 

也无整数解. 

§ 8. MapxoB 方程 

在 §10.5 中，吾人曾定义不定方程 

X * + y + r 2 = 2xyz (1) 

之解为 MapKoe 数,并述及 MapKOB 数3连分数之关系.今往讨论此不定方程. 

定理1 若 x 0 ， y 0 ， z 0 为（1>式之解，则 

x 0 *y 0 *3^oya — z 0 (2) 

亦为 （1) 式之解. 

证： JCo 4- >0 + (3 x 0 >o — )* 

=* -i- zl — 6jc 0 y 0 z 0 4 - 9xo^o 

=一 3xoyuZo 4 - 9xlyl = 3x 0 y 0 ( 3x 0 yo — *。）. 

定理 2 凡 （1) 式之解，可由定理 1 中之方法，由 : c-=：y = *=l —解以得出之. 
证 ： 1) 若 工 = 夕 = * •则显然 x = y = z — I. 

2) 若 ： r = y 尹 z ， 则 

2 x * + z 2 =* 3x z z. 

由此显然 X 2 丨 Z 2 , 即 i 丨 t 命* = tur , 则得 
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2 + xy * = 3 ucr ， （ u ; 〉■ 0). 

即 w | 2 .故 u ； = 1 或 2 .但 a : 尹 z ， 故如尹 1 •若 w =2, 则 
x = 1 = l，z = 2(= 3 • 1 • 1 — 1). 

此解显然由（1，1，1)经定理1得之. 

3) 今可假定 


x < y < z . 

如能由此证明 3 a — 则吾人可使^ + > + 1之值逐步变小，经有限步后，必至 

中之二者（或三者）相等之步骤，即归人 1) 或 2) 矣.今往证明 此点. 

由 

« 2 一 3 xyz + X * -f y = 0 * 

可知 

2 z = 3 :ry 士 ^/9 x 2 y l — 4( x * + _ y l ) • 

若 

2 z = 3 xy — • y ^ x l y i — 4( x z + _ y l ) ’ 

则由 8^ y -4 j *-4 y -4 x*cy 一 i ) + 4 y (/ — i ) > o 可知 
2 z <i 3 xy — xy = 2 xy . 


即 


z < xy . 


但 


Sxyz = + y + ** < 3 z *, 

即 xy < h 此与前者相矛盾，故只能 


是以 


2 z =* 3 xy 4 - y /9 x t y , — 4( x z + y 1 ). 


2 z > 3 xy . 

即合所需. 

例.应用定理 1 于 1,1，1 可得 

1 , 1 , 2 . 


再应用定理1得 

1*2*5} 1»5*13| 2*5*29. 

继行此法得下表 ( z <： y < r < 1000): 


Z 


2 

5 

13 

29 

34 

L 8 」 

LH 


LifiJ 


LiliJ 

985 

y 

~p 

1 

p 

- 

5 I 

5 

13 


IQj 

o 




169 

X 

1 

1 

m 

1 

2 

1 


r^i 

5 1 

nn 



2 
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注意：此亦一递降法也.幸有一解 x = y = « = 1,无法再降.故 Fermat 之“无 
穷递降法”有两种用法 ：一可 用以证明无解，一可用以证明有无穷个解也. 

习题 1. 推广上法以讨论不定方程 

x\ + x\ ••• 4- J：* — nxi •••■!•• 

习题2.求出 

4- xf H- + X* = AxiXzXjXi * xj <X 2 <X 3 <X 4 < 100 

之诸解. 

习题 3. 

2x 4 -y = 

有无穷多解. 


§ 9. 解方程工 3 + y + z 3 + tt> 3 = 0 

在论述本作之前，先述一具体例子：1729乃最小之正整数•可以两种方法表为 
二立方之和者.即 

1729 « 10* H - 9* = 12 3 + 1 3 . 

但天地间能用二法表为二立方和者，不止此例 .如： 

2 s + 34 1 = 15* + 33* ,9* + 15 J = 2 J + 16 3 
皆然，钍更有进于此者 

70 1 十560 3 = 98 3 4- 552 s = 315 3 4- 525% 

121170* 4-969360* =« 545275* +908775* 

= 342738 s +955512 1 336455* + 956305*. 

又有 

3 3 +4 1 十 5* = 6 M 3 + 6 3 + 8 - = 9 3 . 

故解不定方程 

? + y+/+W 3 = 0 

乃一有趣味之问题.惜者吾人迄未能得其 m 整数解答之公式.但 Euler - Binet 有下之 
方法以表出其所有的有理数解. 

定理1 + 3 WCX 2 -h Y 2 + Z 2 ) -f 6 XYZ = 0之有理数解答为 

W =一 6 fabc %X — pa ( a 2 + 3 b 2 4 - 3 c 2 ) » 

Y = fd (. a z + 36 2 + 9 c 2 ),2— 3 pc { a 2 + 6 2 + 3 c 2 ). 

此处 （ a ,6， c ) = ^且户为有理数. 

证:用 行列式可将该式写成 
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W 3Z -3Y 
-Z W 3X = 0. 

y -x w 

故必有整数 a 不全为0,且= 1,使 

Wa+ZZh-ZYc = 0, 
—Za -Y Wb + 3 Xc = 0, 
Ya-Xb-\~Wc ^ 0. 


由此联立方程解出 x，y，z,v^， 立得 


等，如题所云. 
命 


W =— Qpabc 


W = y(a+/?+r + ^)*X = jia + p-7-S)f 
Y = 卢 +y- 在 )， Z = + 


(a + /?+y + d) s + 3( a + 卢 +y + 幻 [(« + /?—y - 幻 1 + (C- 卢 +y - 占 ) 2 
+ (a — j3~y + 衣 ) *] + 6(a+ 存 一 y — d)(.a — p + Y ~ S)(.a 一 尽一 Y + S') = 0 ， 


a* +〆 +/ + 妒 = O. 


解 （1)， 可得 


a = i - cw - i - x + y - i - Z ), p - -|-(w + x - y - z ), 

r = jiw-x+Y-Z'), 5 = i-(w-x-y+Z), 

由定理 1 可得 （2) 式之诸解. 

定理2 任与一正整数 r， 必有一数 N 存在，可以用 r 种方法表为二立方 之和. 
证:设6»，7»为给定的二有理数，令 

v — （圬+2功 3 ) v _2 l 1? S _±_^2 

f ?-7? ， 巵一切 3 , 

* _ X(X 3 -2V J ) _ 

石 r + v 3 一 - ，卒 x 1 + y 3 ’ 


X 1 — y* = 5 ? + y, ^ + ^ = x s -r. 


由是得 


占 + 夺？=玲+ $， 


(3) 
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卜咕) •)(!++ (打 r . 


| = ^( l_2 (^) )( i- I(y)) - 


设0<|^<6< 士，则 


0 <f 


h 1 + 邮 A) 4 . 


于是亦即圣 <2 ••又 


所以 


而 


14. 

X I 

tlxj 

1 中 

2Y\~ 

卜偏， 

卜 
1 负 


It - # + 


1 x_ii_ 

2 Y 2r^ 


<2c. 


f<Se. 

72 4^, OC C 2 


依上法进行，可得 


I tfi 4 负 I I 7« 4 矽 I 

|fjji 一 i | <2 … o -” £ . 

1 4”, I 


只须 2 ,u l> c < • 


故若 取？ 1 很小, 可得一 列数对 ( f 岬），… •(&， 少）使 

Cl 


-h ^ 

且比值 

S -, 4^, 

之比大致相等.故色/%各各不等.以公分母乘之，即得所求. 

习题 l . a ， + 〆 +，+(^ = 0之有理解可由 

a — < y (— (爸一 3 ^)(^* + 3 ^*) + 1 ) ，只 = < K ( 6 + 3 ^)($* 4 - 3 ^ ) — 1 〉》 


4 *~i li 
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7 = W + 3 7 2 > 2 -(芒 +3”)）. 5 = 〆 (# +3々 1 )* - (6—3 ? )) 

表之，此处为有理数. 

若 <r == 及7为整数，可得出？ + y + d + W 3 =0之无穷个整数解，但此并 
不包括所有的整数解.试证 

a = 1，卢= 12 ,y =— I 0 »d =— 9 

即其一例. 

习題2.证恒等式 

y * = <9 x 4 ) 3 + (3^ y > - 9 a : 4 ) 1 + ( y 4 - 9 x l y )\ 

因之得 

5 ,2 = 9 3 + 366 3 + 580 3 = 144 3 + 606 3 + 265 5 . 

习题 3. 由上习题，证明有 r * 存在，使 

n = x s + 3> J + * s fX ^ 0 »y ^ 0 *z ^ 0 

之解数 

习题 4 .证明 

(3 a 2 -f 5 a 6 - 5 b 2 )' + (4 a 2 - 4 aA -f 66 z ) 3 + (5 a 2 - 5 aA - 36 2 ) J = (6 a 2 -4 aA-f 46 2 ) 3 . 

§ 10 . 三次曲面之有理点 

本节所讨论的三次曲面非锥面与柱面. 

以矿除上节之 (2) 式，再命 o / 占，7 = 一/ = _ y /5 •则得 

e + y + (1) 

换言之，由§9之结果可以推 出：三 次曲面（1>上有无穷个有理点.本节将讨论最普 
遍的三次曲面. 

为了介绍一比较困难之方法，特先做若干 特例： 

定理1 若 C 乒0,则三次曲面 

+ + ( 2 ) 
上有无穷个有理点，此处 A ， B , C 皆为有理数. 

证:以 

$= if -h Trf % ( =+ A 々： +阿 + v (3) 

代人 (2) 式，则得 

( j ^+ A ^+^ + v ) 2 = (/+ IV * + A ( y +7 V+B + CV . (4) 

比较 f . j ? 5 ，/， 1 ? 3 之系数，得 

2 A = 3 T , A * +2^ = 3 T l , 2 (y + ^) = T 3 . 
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解得 




It 2 , v ： 


16 


T \ 


以此代人 （4) 式，得出一 7 之二次式 

Lij z Mrj + N = 0» 

此处 

L = A + C-^-2^ = A + C+^r 


M = AT -2^ = AT ^ rT 5 , 

64 


(5) 


(5) 之判別式 


N = B-y* - B-^V. 

coo 


A = M 2 - 4 LN 




[(ei) 


64 64 


^pio 


+ ■ 


1024 


r o + . 


故 d 决非一有理系数多项式之平方.故 （5) 式之解可表为 

7 = A 士 A A =一兹，典 = 士. 

代人 (3) 式可得 


冬 = a: 士 "Ja* — yi dt y* "/a « 

此处 

«, = (2^ + T)ft = = g^0. 

命 


以此代人 ( 2 ) 式，得一 之三次方程，其各项系数迕为丁之有理函数，而其首项系数 
a ! 不等于零.又已知士^为此式的二根，故另 一根咖必为丁 之有理函数.以此代人 
( 6 ) 式，可将 e ， 7 ，？表为了之苻理函数.但敢后尚须证明 ：由此 所得之 6 ，彳，(：不能均 
为常数，否则，吾人并未得出无穷个有理点也.若 7 是不等于零的常数，则$= 7 2 + 

T 7 非常数，盖若 7 = 0 ,则由（ 3 )，得$ = 0 及 S = v & T 3 •又由 （ 2 ) 知此乃不可 


能之亊.故由此可见，如以办代入 (6) 式，则 $， V 4 均为 T 之有理函数，而不能同时 
均为常数.定理得证. 
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定理2 设 / ce ， 7 ) 为一有有理系数之三次多项式，但不能用一一次变形变为 
仅有一个变数之多项式，则三次曲面 

^ = /( M 〉 ⑺ 

上有无穷个有理点. 

证:命 h ^ rj ) % 中之三次齐次部分. 

1) 若 /,( M ) = 0有一有理根(同法可以讨论 / s ( l ， 7 ) 有有理根之情况），则 
/($ arj ^ rf ) = g ( 专，”) 中无之项.故经变换 ^^ ^ *rj — C 之后， （7) 式 
可以写成： 

s 4 = L,(e)^+L 2 (e)i7 + L,(e). (8) 

此处 L , , L 2 , L 3 为6之一，二，三次多项式.命 

L ,($) = o 6+/3- 

若 a 关0,则 nj 取 e 使=妒关0,如此，则由定理 6. 3可得定理. 

若 a = 0及# = 0,(8) 乃 7 之一次式.解出7,即得定理.今假定 a = 0,/?祥0, 
则 （8) 式可以写成 

^ =a 1 6 s +a 2 ^7 + A^4-Ae7+^ Z ( 9) 

此处…代表$及彳之一次式. 

设<12尹0.命幻6 + <»27 = A ，则得 

e =妒+奸+/^(^^)+/5(^^)*+… 

= (A + 体 一 Piai/az +/3 ai / ai )$ 2 + •••• 

取 A = 1 — 典 + 典 ai /< r * — fia\/al •则得 

d = (d(i:+e) = a ^+ b . 

由定理 6. 3此曲线1：有无穷个有理点. 

故未能解决者为幻=0之情况，此时 a 丨关0,否则 f =/(6, 7 )非三次曲面•于 
是 

^ = atf 3 +译$7 + 为 2 + … 

= # + g 3^+ y )7+/($) 

=^(7+& +為) , +»(?>_ 

此处为 f 之三次多项式 其皆项 系数为 OI .换 7 + ^ + g 为7,则得 
f = 两 2 + 茗 ( 冬 ) • 

两边各以《彳乘之，再用一简单的变换 〆 = fll e + A ,< = 可将此式化为 （2) 式. 
由定理1故得定理. 

2) 假定 / 3 ( e ,7) 无一次有理因子， （7) 式可以写成 
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C * = 十 /i (7)6 + /:(，)荩 + /»(9)， 

此处/»./ 2 */ 3 是7之-，二，三次多项式.以代6,得一新式 

f = 式 3 十 A ( i ；) 爸 + ga ( iy ). 

两边以 V 乘之，再换 为 （ 及则得 

5* = f 十 （ A 7 * + % + c )6 + ty + £V + F 7 + G . 

同定理1法，以 

$ = tf Trft (^ = j^ 3 4- Xrf 1 + 叫 + v 

代人 U 0) 式，得 

( y +^^+ Z ^ + v ) 2 = irf + T V y + ( A ? * H - B 7 4- C )( 7 * + Tt ,) 

+ zy +£ y + F 7 + G . 

定 A ^. v 之值使 （12> 式中 < ， rf 4 之系数为零.如此则得一 v 之二次方程式 
Lrf H -Mtj 4* N = 0» 

此处 L 并非为零（读者证).解此方程得 

7 =戽 士 A v ^» 

此处队，乐及△为 T 之有理函数.以此代人 （11) 则 

$ =奶 士 az M ， C ~ 7 i ± 7 i V ^. 

若 △ = 0则巳得所求.若 d 关0•命 

枣一 ai _ 9 一 A — 7 i _ 

— n -- O . 

«2 体 y * 

以此代人 （10) 式得一 ( T 之 H 次方程式，其 V 之系数为 

<»1 + Afiat 4- Dfi ( = / a ( a : ，典 ） 〉， 

此非为苓.此三次方程式之二根已知其为士故其第三根办为 T 之有理函数，即 
^ = ai 4- az a<, *rj — p x + p t ao , ^ = /i 4 - y ? a 0 
在三次曲面 （10) 上，并可证明不能均为常数，其证明一如定理 1 .于是定理得 
到证明. 

定理 3 % S 2 (6 7 ， p 及为之二次齐次式，则二次曲面 

SS 2 ( e ，7<) + 丁 *( e ,7 ，P 十？ = 0 03) 

上有无穷个有理点. 

证：以表 （13) 之左边，则 

/(e ， 7 ， f) = (A + 的 + (A +AP 勿 + (y! +7zOv 2 +/r(e ， 7 ， C), 04) 
此处乃 S 及之一次式.于定理 6. 3中取 A = 奶 +與 GC = 
y 】 +印则 

B 2 - AAC - (y?, + 洚 f)* — 4( a , ^^CXy, +y 2 f). 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 
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若《 2 尹 0( 或 0) ，则取卜_ =(或$ =—癸)，故 B 2 — 4AC 为一平方数.若 az 

= 7* - 0,而译妾0,则浐= ( 庠 +典 C ) l _4 tfl y , 亦有有理解（再用定理 6. 3) •但有 

一悄况必须注意，即若以？二一 21 代入 （14) 后，所有的之系数皆等于零.此 
02 

时若6及7之系数不皆为零，则可将$(或 7) 表为 >一=(或6 一 之有理函数， 

定理依然成立.若$及7之系数亦全为零，则 

= (ff > +a<)(6* + A $ V ^ rB V 2 + CC + D ^)^ 

+ (E + F^) 7 + G-f + K. 

于 （13) 式中如命 （= 0,得 /( e ，^,0) 为$及1；之二次齐次式•故在上式中 
C = E = 0 *aiG + K = 0,即 

/($，”，$) = (ai +<*:()($* 十 + Frj^) + P(:) »P(0) = 0. 

(15) 

注意 

(6 + AP 2 +A(e + Ap(7 十 /iC) + B(” + ； iC) l + D(e + 4)f+F(7 + 〆 )？ 

=$* + + B7 1 + (2 A + + D ) 芪 + (/U + 2知 + F ) 甙 + •“• 

若 A 1 尹 4 B , 则可取 A 及 / i 使 2 A + 〜 +D = 0,八1+23 / 1 + 1 : *=0.故可假定 
/($，”，（）= (cri + A^ij-\-Brj 2 ) - 客 （ f) ， g(0) = 0. 

命 

i x y 

? —Z ， e_ Z*(a l 4-a ， C > ， V " 2*(ai 4-a 2 C>* 

则得 

X : +AXy + BY *+ Z 4 ( a 1 +^) g (^ r )= 0 . 

因 g ( 0 ) = 0, 故 r ( a , 为 Z 之三次式，此易化为定理 2 之 形式. 

故得定理. 

若 A* = 4B, 则 (15) 中代人$+令7 = 〆，” =V，则 /(67，C) 为V之一次式， 
故亦得定理. 

若 at — ^ — 7 i = 0 •而虏尹 々 onh ，则经过变形 + （ + A 2 ?*，7 — 7 +户】 （ 

+灼可使 （14) 式变成 

+负勿 + y ， y+/(P = 0 ， 

此处 /(?) = +邱 3 + C^ Z +代•再作变换$ =多，7 = |^， C = +，可得 
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a,X 2 -^^XY-h^Y 2 -j-A^-BZ-\-CZ 2 -hDZ 3 = 0. 
再经过一次变换，可使其化为定理 2 的情形，故得定理. 


若 a 2 =與 = K =0, 且济 二鉍 ^ 则经过一次变换 ^ 的芒 + 夸 … 一 ”，〆 
=* C 可使 （14) 式的左边变为的一次式.于是定理亦得证. 

定理 4 若非锥面及柱面的三次曲面上有一有理点，则有无穷个有理点. 

证：可假定原点即为此有理点.如此则此曲面可以写成 

S $ + S 2 + Si (冬，”， （） = 0， (16) 

此处 SM ， V 《) 为 $， v 汔之 i 次齐次式. 

1) 若恒等于0,即 

S 3 (6 ，亨， （） + S: (芝 • 7，C) = 0t 

可得 

$s 3 (f 十 l)+s:(| ， | ， l )=。， 

即 


?=- S 2 ( a ,/3, l )/ S s ( a ,^ l ). 

故得定理.但须注意 二事： （ l ) S a ( a ,/?, l ) 恒等于0,如此则职曲面非三次者. 
(2) S 2 ( a .^. l ) 恒等于0,则原曲面为一三次曲线及原点所演成之锥面. 

2) 若 S ,( e ，7， C ) 非恒等于零，则用变形 S,(f 7 , f ) — L 可以得出 

s“e ， iK) + s : (e , 7 ，0 + t= o. 

若 S 3 ( f 7 ,0) 及 s 2 (^ 7 ,0) 均不恒等于0,命 C = 0,则得 

S 3 ( e ， 7,0) + S 2 ( d ,0) = 0, 7 — S 2 响， 1,0)/ S s ( e /?，1， o ). 


若5 2 ($,&0)恒等于 < 


y, 则得 



即 


S i (X,YA)+ZL } (X t YA)+Z 2 = 0. 

(2+yL,(x,y,i))* = itf(x.y,i)-s J (x,y,i). 


此乃定理 2 中所讨论者.故得定理. 

若 S s (e， 7 ,0) 恒等于0，命5 3 (6 ? ，（）= ^^(6 7 ,0，此即定理3所讨论之情况. 
故定理 Q 完全证明. 

习题 1.® 求出下列不定方程的全部正整 数解： 


①此渚4«之解法•外作固定用某节之方法，故 w 于本康之末. 
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1) 2- -3, = 1， 

2) 3" -2 y = 1. 

习题2.证明不定方程 

5* = 2, + 3* 

只有三组整数解：工 = y = z = \ tx = l 9 y = 2 t z = 0 »x = 2 f y = 4 ,z = 2. 

习题 3 .求出不定方程 

x y = y x 

的全部有理数解. 

习题4.证明不定方程 

夕 = y + 1 

只有二组正整数 解 ：: r = 2 ,：y = l , x -3^ = 2. 

习题 5 .求出不定方程 

(x + l) y =，■ +1 

的全部正整数解. 

习题6.证明 x = 7 ,：y = 20是不定方程 

l+jr+jc 2 = y 

唯一的解使 X 为素数者. 

4题7.证明不定方程 

m tan 1 丄+ n tan 1 丄=是导 
x y 4 

只有四组整数解 k tin vra«x ty ~ l * lfl »2»3» l »2* 一 1 *2*7 «2*1«3»7 ；1»4» _ 1’5’ 

239. 试利用最后一解以计算 w 之值准确至十万分之一. 
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§ 1. 二元二次型之分类 

定义 对固定之整数 a ,6, C , 二次齐次多项式 

F = F (. x , y ) — ax z -f bxy 4- cy 2 
称为二元二次型，或简称为型，以 U , 6, c ) 表示之.整数 

d — b l 一 4 or 

称为此型之判别式. 

由此显然可见 

d 三0或 1 (mod 4〉. 

定理1 F 可分解为二整系数一次式之积之必要且充分条件为为一平方数. 
证：1)若 d 为一平方数及 a 关0,则 

ar2 - fftx+CS=fl (( ：r + ^) ， -4^) =0 
有有理根，由定理 1.13.2, 可知此式可以分解为二整系数一次式之积.若 a = 0,显 
然有 F ( xt ^) = (&r + cy ") y . 

2) 若 

ax 2 + bxy + cy z = (rx + sy)(.tx + “_ y ) ， 

则 

d = b 1 — Aac = (rf -f ru )* 一 Art • su 
— (st 一 m )*. 

故得定理. 

今后常设 d 非平方数. 

若 d <0， a >0, 则 

4 aF = (2 ax + by ) 2 -h (4 ac — b z ) y l 
— (2 ar - f - by ) 2 — dy l . 

显然对任意常有 F ( x , y ) > 0 .若 Fix , y ) = 0, 则得 x - ^ = 0. 此种型称为定 
正型.又若^<04<0，则对任意工，：^常有^'<0,此哦称为定负甩.以一 1乘定负 
型.即得定正型.故今后常论定正型，并简称为定型. 
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若 d >0, 则 

F (1 *0) = a * F(bt — 2 a ) = ah 1 — b » b » 2 a -\- c * 4 a 2 — — da . 

若 a # 0,则此二值一正一负.若 c 尹0,同法可得二值一正一负.若 a = c = 0,则 
F(l ， l) =6, F(l,_l) =-b, 

也是一正一负.故当 d >0 时，型 F ( x ,： y ) 能取正值也能取负值.因此此型名为不定 
甩. 

定义若有一整系数变换 

x = rX + sY » y = tX uYf ru — st = l . 

变 FU ， y ) 为 G ( X , VO , 则谓 F 与 G 相似，以 

F 〜 G 

表之 .或谓 F 经 & 

史具体些，如命 { a , btc } ,G = { aiduq }， 则得 

fli = ar * + 6 rt + ct * ， (1) 

6i = 2ars -\-b{ru + sf) 4 2ctu 

= 2arj+6(l + 2sO + 2rf «， (2) 

C | — as 2 -\-bsu H - c « 2 . (3) 

由此立得 

b\ — ^a\C\ — (2ars + 6(ru + ) + 2ctu) z 

一 4(ar 2 brt rt 2 )(a5* + bsu + cu 2 ) 

=(6 2 — 4 ac)(ru — tf )* = 6 2 — Aac = d . 

由此可见，相似之二型之判别式相等. 

又若 d <0， a >0 •则 a , = F ( r , O >0. g ai = 0,则 r = f = 0,此不可能•故 
得 a , >0.换言之，与定正型相似之型也是定正型. 

定理2 ( i ) F 〜 F (自反性）， 

( ii ) 若 F 〜 G , 则 G 〜 F (对称性）， 

( iii ) 若 F 〜 G , G - H ， 则 F 〜 H (传递 性). 

此定理之证明极易，故从略. 

依相似性可以将判别式为^之诸型分为若干类.同一类之诸塑皆相似，不同类 
之型绝不相似. 

显然同类诸型所表之整数相同. 盖若 k = G ( X ， y ), 则 ife = FirX + sY . tX -^ 
« V ) 故也. 
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§ 2.类数有限 

定理1 每一类中必有一型适合于 

丨 1<1 c I. 

证：取 a 为此类所能表示之诸整数（关 0) 中之绝对值最小者.再命 U e ，6«>， c 0 i 
为此类中之任何一甩.则有 rw 使 

a = aor 2 - f - b 0 rt - {- c 0 t z * 

R ( r ,/) = 1 •若不然，则也可由表示，而 7 ^ 4 <| a 丨，是不可能. 
(r “） ir,tr 

可定；及《使广《 —放=1.则 U 0 ,6 0 ， c 0 } 经^ ^而变为 U ,6 V > •又变形 

f 1 h ) 

VO 1/ 

变 U ,6', 〆 } 为 { a , 6,其中 

b — 2 ah + b \ 

可取整 数&使 

I 6 |<| a |. 

因(:可由 U ,6, d 表出•而 U ,6, c } 与{办,6。<。}同属于一类中 、故 丨 r | 彡 |a 1. 
(但须注意 c 关0,若 cr = 0,则汰为平方数矣 .） 

定理 2 类数有限. 

证：1)^/>0(不定型）.由定理1可知 

I ac \^ b l d -4 ac > 4 ac . 

故 ac < 0,又 

4 a 2 ^ 4 I at I =— iac = d — b z ^ d * 

即 



又由定理丨，+ 故 a 及 A 只有有限个可能性，而 r == W — d )/4 a 之值也 
有限.故得定理. 

2) d <0( 定型）.由定理1可知（设 a >0) 

一 d = iac —b i '^ 4a 2 — b z ^ 3a z « 

故由定理 1 可得定理. 
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定理3 判别式为 d 之定正型之类数等于适合 


b 2 — \ac 


J — a C b ^. a <. c 
1 或 = c 


之整数组〜6“之组数. 

证：1)由定理1已知在一类中至少有一型适合于 


—a^.b^.a^c 
(因 <2, c 常为正）.比结论中所多出者有次列 诸型： 


及 

今往证明 
及 


—a = 6, a <C c 


—a ^ 6 <C 0» a = c . 
{ a « 一 a ， c } 〜 { atc } 
{ a * 一 b , a } 〜 { a »6* a }. 


Cl) 


因为 { a , — a , c } 经 ^ j ) 而变为 U ， a ， d ，而 U ，一6， a } 经(_°, ^ 而变为 U ， 


6, 幻，故得任一类中必有一咽适合于 （1). 

2) 今证其中任何二者不相似.即若 

{a ， 6 ， c } 〜 {a ,6 # 9 c) 
并皆适合于（1>，则 a = a \ b ^ b\c = c \ 


可设 a ' < a . 命^ ^变 U ，6， c } 为 U ',6'， 〆 } ，则得 

a — or 2 + brt + ct * ， 
b * — 2 ars + 6( ru + sf ) + 2 ctu . 


( 2 ) 

(3) 


由前者可知 

a ^ ar* — a|rf | + a/ : =a(!r| — |f|)* 十 | ^ a | rt | « (4) 


若丨 rt |= ljija = 若不然，则 rt =0, 此时 

a ^ ar 2 - fa / 2 = a ( r * - f - ^ a , 

故必 a = a '_ 

先设 c > a ，则 f 必为零.不然， （4) 式中由于>0^,而得0>〜此不可能. 
故 f = 0, n < = 1. 由 （3) 式 

6’ = 2 ars +6 = 6 (mod 2 a ). 
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因一 及一 a =— a < Cb r ^ a = a 可知6 = 6'. 由此立得 c = c '. 

再设，> a 7 (= a > ，可如上法得出同样结论. 

今尚留待讨论者为 a - a / - c - /之情况.此时必有 
b =士 b\ 

由6>0,6’ >0,故得6 = 6'. 

附注：对非定型之悄况并不如此简易. 

定义适合 （1) 之型♦谓之已化型. 

习題1.下表给出 0<— d <20 之所有的 d 化型. 



{1,0,12}, {2,0,6}, {3,0,4}, {4,4,4}. 


§ 3. Kronecker 符号 

定义设^妄0或 l(mocU) 旦非平方数，且设讲>0. Kronecker 符号 ( $之 


定义如次： 

(?H. 

若 

P 1 d \ 


(音)七， 

若化1 
若 d^S 

(mod 8 ) % 

(mod 8). 


j = Legendre 符号（户奇素数，/»七心. 
若饥= fj〆，〆 为素数，则 

r-l 



由此易 证:若 (&/»)> 1,则 


若 U,m) = 1,则 


O 1 . 
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又若> 0， m 2 > 0,则 

定理 I 若 m 〉 0，（ m ， d ) = 1，则 Kronecker 符号 

当 d 为奇数， 


( f )= 




SJ -2> u ,2 U . 

此处 ( t 5 t ),(*)，( TT^T) 全为 Jac ° bi 符号. 

证：1)设 d 为奇数，由定义及定理 3. 6. 5,可得 

( m ) = ( t ^ t )' 

2) 设 d = 2*«,2< Hu , 则必2,而此时 m 为奇数，所以 

(f 卜 (l)*(m) = ( 盖 )* (_1) 〒宁 (ifl). 


由此定理，4推得 


(f )= ( ldl + m )- 


故有 


定理2 Knmeckcr 符号为模 Id I 的实特征. 
定理3 设 m >0，《>0 ，m =— n (mod | d 丨 >， 则 

( f )' 若以， 


(m) = 


1- ( A ， 


若 c /<0. 


证：因 


(«)= (” 丨 /i-J = (”(|/ 卜 1) 卜 (f)(ur=l) 


故当 d 为奇数时，由定理 l , 得 

/ d i)=(WH$)= ( — ” 午 


1,若 ^>0, 
1 ，若 ci <0. 


\\d\- 

而当 c / 为偶数时，记 d = 2 4 “，2七“,6>2,则由定理1,得 

( T ^)=( RT ^)* ( -^( W )= ( - 1 > V ( m ) 

1,若 </>0， 

-1，若 d <0. 


(一 1) 屮中 
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故得定理. 

定理 4 设々>0,(34) = 1. 同余式 


： d (mod 4是） 


之解数等于 


2(7) - 


此处/过 A 之诸无平方因子之正因子. 

显然，若工是一解，则 *r + 2 々亦然.故由定理可得 

x 1 = d (mod Ak ) * 0 ^ x <C 2/fe 

之解数等于 I；(f )• 

证：1)若 c/ 为竒数，则 d 三 l(mod 4)，而(44々）=1.由定理 3.5. 1,可知同余 
式 

^ d (mod p 1 ) 

之解数为 

2， 若 /> = 2， / ^ 2 * 


2(1 + ( 爹))，若/» = 2, />2, 

1 + (爹)， 若 *> 2 . 


由定理 2. 8. 1，可知（1〉式之解数为 


切 OHS (爹) . 


2> 设 d 为偶数，则 c/ e 0(mod 4) .故务是奇数. 

x* s ^ s 0 (mod 4) 


有二解 • 


x 7 = d (mod p l ) 


有1 + 个解.故由定理 2. 8.1，可知 （1) 式:之解数等于 

2耵( 1 + (爹 ))=2 S (爹) . 


4. 二次型表整数之表法数 


定义若 ( a ，6， f ) = 1 •则 { a ，6* c } 谓之原型.若 ( a ，6， c ) =尽〉1，则 { a ，6， c } 谓 
之非原型. 
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显然为原铟•其判别式等于以 〆 .又若 u ,6, d 〜{〜，〜，^，则二 

者同为原喷或非原型. 

以 hu ) 表以 d 为判别式之原型之类数. 

显然以 a 为判别式之型之类数等于 



于诸原沏类中每类取-代表（若为定型，则讨论诸原定正型类），而得一代表 
系.命之为 

F, ，… 

定理1 设々 >0 Ak t d ) = 1.命 , p { k ) 表诸等式 

k = Fi(.x 9 y)t»^,k = (x,y) 

之原解之个数之总和，则 

^ a )== u ； 2( f ). 

(关于原解及 w 之定义，清参考前章 §4.) 

证:先从同余式 

I 2 =d (mod 4 ife) f 0 ^ I < 2 k 
之解说起.对此式之一解/，由 4 /fem 可定出一整数 ; n . 如此得一型 

易证为原型，且有判别式丄故与 F . 中之一相似，且恰与一相似. 
又由定理 11. 4. 3已知对每 一 /有 w 个既约原解.故 

k = Fi ( x $ y ) *••• *k = F * (rf ) ( x * y ) 

之既约原解之总数为 

又诸原解之总数为 

#*) = S 2 (4) 

(因 （ U ) = 1，故 1) •因 （ g z ， J ) =】，故 

…） = ^x ； 2 (♦)= w 2 (f)• 

" u 

(因任一整数”必可表成 ” =/ g z ,/ 无平方因子及片 >0.又 〆 丨 A ,/| 士，与《 | 是 
相当，反之亦然 .） 


第十二章 二元二次型 


• 303 • 


今举本定理之一应用. 

易证 /«( — 4) = I ，故批 k ) 即为々 = 〆+：/之解数.故 得： 

定理 2 / +y = k 之解数等于四倍于 A 之因数三 1 (mod 4) 者之个数减去 
k 之因数三 3(mod 4) 者之个数. 

此与定理 6. 7. 5之结果完全相符合. 

习题1.若 m 为奇数， j ： 2 +2y == 2、之解数等于2(；，此处为 m 之因数=1或 
3(mod 8) 者之个数减去 m 之因数= 5或 7(mod 8) 者之个数. 

习题 2. ★ = x 2 +:r：y +y 之解数为 6EU). 此 E(k) 为 k 中形如 3/» + 1 之因数 
之个数减去形如3/1 + 2之因数之个数. 

习题 3 •若 w 为奇数，则 jr 2 +3y - 2 l m 之解数有三种情 形:若 Z 是奇数，则无 
解；若/ = 0,则解数为若/为正偶数•则解数为 SE ( m ). 此处 E ( m ) 之定义 
如上. 

习败 4 •若 m 为奇数，则 j : 2 + 3y = 4m 有 E ( m ) 个正奇数解. 

习题5•若 m 为奇数•则/ +4 y = 2、之解数，当 A = 0时为2£,当 ▲ = 1时 
为0,当是 > 2时为 2 E ， 此处 E 为 m 之素因子宝 l ( mod 4) 者之个数减去 ★ 之因子 
s 3( mod 4) 者之个数. 

习賊 6.用 e(n)id" 之因子中三 l,2,4(mod7) 者之个数减去 s3,5,6(mod7) 
者之个数所得之差，则0 < n = o: 1 +:c：y + 2/之解数为 2 e ( n ). 

习题7.若 m 为奇败，则 ( a+l)«(m) •若3冲 f ,则当6为奇数时， e(3*0 
« 0,当6为偶数时, e(3*f) = eU ). 

习题8.若 m 为正奇数，则 m 二 x*+7y 之解数为 2 e ( m ) ；2 m = ? +7父之解 
数为 0；4* = x l + 7 y 2 之解数为 2 e ( k ), k 为整数. 

习题 9 .若 m 为正奇数，则 jr* 十7/ = 8m 恰有 <r(m) 个正整 数解. 

习題 10. 0<m + 之解数等于 w 诸因子中去 l，3,4,5,9(mod 11) 

者之个数减去妄 2,6,7,8，10(mod 11>者之个数所得之差的二倍. 

§5. 二次型的 mod 相似 

命《?为素数.若有一整系数变换 

x = rX -\- sY , y = tX + uY » (ru - st »g) = 1 
使 

ax 2 -\-bxy ^ aiX* +6jXV + c x Y 2 (mod 9)， 

则谓二次型 {a，6，c} 与 {a, A ,c, }mod q 相似•命 d ， d ! 分别表示 U，6，f> 与 Ui A ， 
cj 的判别式，则显然有 


(1) 

(2) 
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di = (rw — st ) l { b z — \ ac ) = (ru — st) 2 d (mod q ). (3) 

由 （3) 式可知若 { a ，6， c } 与 { a "6 i，ci }mod p 相似，则必 



取 9 为一大于 2 的奇素数 P . 设型 U ，6, c } 的判别式 为么且 M 么则— 
定与一形如 U . Oa } 的型 mod p 相似.盖因 /^( a ,6, r )， 若/则命 X = x - 

■^ y ，y 3 S 〆 mod />) ，可得 

ax 1 - f - bxy H - cy 2 = a -|- -^y j — ^ y Z = ~ ( mod / O ! 

若也可类似地证之丨若 /> I ( a , c 〉， 而/>七6,则命 j ： = x + y，：y = x — y ， 得 
ax 2 -h bxy + cy 1 = bxy = bX l — bY 2 (mod p ). 

故对于这种情形，今后不妨假定/ » I b , p \ ac 而讨 论之. 

引理 1 若/ > *^ac •则必有: r ，： y 使 

ax 2 -+■ cy 1 = 1 (mod p ). 

证：命 :^^各各经过0，1，…， p — 1，则 cur 2 与 1— c _ y z 各有^■个不同的值•所 
以必有一组: r ，： y 使 

az 2 = 1 — cy 2 ( mod /))， 

亦即引理. 

令1 s ar z 4- ct z (mod />) ，而命 s ，《 为任何一对适合/ ru — st 的整数，固定 s » 
u 而命 

o t = 2 ars + 2 ctu « Cy = as 2 cu z (mod p ) • 

则必 U ,0, c } 〜 {1,6, , c ,} (mod p ) •若命 A 为后者的判别式，则由前面的讨论必有 

{1,6" Ci ) 〜!1，0，-^^〜{1，0，一^/〗} (mod p ). 

总结以上所述，可得： 

定理1 设 U ,6, c } 的判别式为 A 而/又命 r 为 mod /> 的任一二 
次非剩余，则当1时， 

、 a ， b ， c 、 〜 { 1 *0• — 1} 〜 {0*1*0} (mod />) ; 

而当 (f )=— 1时， 

、 a ， b ， c ) 〜 彳 1，0, — r ) (mod />) ; 

又 <1,0, —1} 必不能与{1,0，一 r>mod p 相似 • 

系.判别式相同的二次型必互相 mod p 相似，/>为一不能整除 d 的奇索数. 
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对于 g = 2,而二次型有奇判别式的情形 ，有： 

定理2 任何有奇判别式的二次型，必与下列二型 

( 0 . 1 , 0 ), { 1 , 1 , 1 } 

之一 mod 2相似，珪仅与其中之一相似.具体言之， 

{a,b,c) ― <0,1，0 } (mod 2), 若2丨 

〜 { l ， l ， l}(mod 2), 若2氺 oc . 

证：因 2 4^,故2七6,故若2七沉，则 

ax 2 - f - bxy + cy 2 = x 2 xy + y s (mod 2) \ 

若 2 丨 oc ， 则必 2 丨 a 或 2 I c . 若 2 I a ， 则 

ax 2 4- bxy -|- cy z = xy -cy 2 = y(x + cy) (mod 2), 

故得 U ，6， d 〜 {0， l ,0 }(mod 2>, 若 2 I c , 也可用同法得之. 

又{0,1川不能与 U , l , l)mod 2相似，故得定理. 

系.任何二个有相同的奇判别式的二次型，必 mod 2相似. 

今考虑 P 能整除二次甩的判別式的情形. 

引理2 命《表一巳与之整数，则必有二整数；*：0,(；1：，夕）=1,且使 
( FCj . y ) , n ) — 1. 

证:命9为任一素数•因 F ( x 9 y ) 为一原电，故 \r ( a , b t c ). 若 g Pa ， 则 g [ 
F ( l ，0)4 g ^ cj ! JOF (0， l )^ 9 | U , c )， 而 9 十6,则 0 F (1，1> •故若 ” = 9 ,则 
定理已明. 

命为”的所有不同的素因子，由以上所述，必有整数:使 

Qi ^F(x, 9 yi). 

由孙子定理可知有二整数使 

X = Xi Cmod 必 )， y 三 ^.(niod q t ) (i = l ， -“,5). 

M 然可见 

(F(X,y),n) = 1. 

又命 *r = X /( X , Y ),> = 17( m , 则 < x , y ) = 1 •而 
iF(.x%y) %n) = 1. 

先考虑/ >>2, 而型 U ，6, c } 的判别式 c / 适合 /» 丨 d 的情形.因 p 冲 U , c ), 故今后 
不妨假定 p \ a . 易证 

{a ， 6»c} 〜 {a»0*0} (mod p). 

定理3 />>2,二次型与^〜，^，。}的判别式各为 d 及且丨 A 
P I 4.则 U ，6， C } 与彳 a , ,&， c , 丨能 mod p 相似的充分必要条件为 
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其中 k，k、 各为任何能经彳<*,6,<:},{0 | ,6 1 ,«: 1 }表出且适合0[：， 4 0 = = 1的 

整数. 

证：由引理2,可知 k，k\ 之存在.命 A 三 oj : 2 4- bocy ry 2 (mod p)，（k ， p) = 1 ， 
则 

( 含 )=r i±i f ± ^)=(f)=(f). 

所以(含)为一常数•立即等于(爹) . 今若与{^ 1… }mod 相似，则由相 
似的定义，立得 


(fh (fh (7)=(7)- 

反之若 (含卜 ( j )- M ( f )= ( f ), 故有整数：使 


故得 


a = a!* 2 (mod p). 


{a，U 〜 {a，0,0} 〜 {“i，0,0} 〜 {a x »6 } 9 c t } (mod p). 
下面我们来讨论/ > = 2, 而 2 U 的悄形.先引进 符号： 

S(k) = (一 1) 宁， 若令 三0或 3 (mod 4), 

e(k) = (一 1)中,若成 2 (mod 8)， 

4 


S(k)e(k) — (— I)** 1 '** '. 若冬 三0或6 (mod 8) \ 

4 

其中 A 为能经 U,6,r} 表出的奇整数. 

因2 | 故必2丨6,故今后不妨假定6 = 0而讨论 
ax 1 + cy 2 » d —一 Aac. 

定理 4 二个适合 3( mod4) 的二次甩 mod 4相似的充分必要条件为他们 
有相间的及 

证：因 =— 4 ac ，故 ac 三 1( mod 4) ，亦即 a 三 c(mod 4) .若 2 十 A •且々能表成 
k = or 2 cy 1 = a(x* + ) (mod 4) * 

因 x,y 不能同时为奇或偶，故必 * = a(mod 4) ，所以得到 

S(k) = S(a). 

由此极易推得定理. 

用同样的方法可以证明下列诸 定理： 

定理5 二个适合 •f = 2(mod 8) 的二次型 mod 8相似的充分必要条件为他们 
4 
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有相同的 e . 

定理 6 二个适合 f = 6 (mod 8) 的二次型 mod 8相似的充分必要条件为他们 
有相同的 

定理7二个适合 •^ = 0 (rnod 4) 的二次型 mod 4相似的充分必要条件为他们 
有相 同的& 

定理 8 二个适合|三0(111 0 (18>的二次型111 0 (18相似的充分必要条件为他们 
有相同的 S 及 e . 

习题 1. 任何二个适合 f = 2 (mod 4) 的二次型必 mod 4相似. 

习壬何二个适合手- l(mod 4) 的二次型必 mod 4相似. 

习题3•任何适合 f = l(mod 4) 的坻必与 

: r * + 3： y l ， x 2 + 7 y 

之一 mod 8相似，且仅与其中之一 mod 8 相似.并由此推出任何二个具有相同判别 
式而 f = l(mod 4) 的二次型，必为 mod 8相似. 

习题4.命 g 为任一正整数.任二个二次型对 mod 9 相似之必要且充分条件为 
其特征系全同. 

§6. 二次型的特征系.族 

由相似及 mod g 相似的定义,立刻得到若二个二次哦相似，则对任何心他们必 
为 mod q 相似. 

定义1 命/ M ，…， A 为 d 之奇累因子.若 ( A ，2 d ) = 1，且可以 F ( x , y ) 表出之， 
则由上节之讨论可知 

(^),^(ife),£(ife),<5(-fe)c(A) Cl) 

之值+因々而异.称他们为 F ( x ,^> 的特征系. 

因此二相似的二次型有相同的特征系，所以可以定义二次型类的特征系. 

定义2 若二个有相同判别式 c / 的二次型类的每个特征值都相等，则称他们为 
铖于同一族. 

易见族乃由若干类所组成，今后将证明每一族中所含的类数相等.因此项亊实 
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在研究二次域 t 理想数时，更为直觉，故不在此处证明. 

族的槪念主要是由于讨论用二次型表整数的问题所引起. 

命 FCx t y ) 表一固定的二次原型.今往讨论不定方程式 

k = F (. x t y ). (2) 

若 hid ) = 1,则此问题可由定理 4 . 1 解决之. 但若 h ( d )^ 1,则定理 4. 1仅 给予若 
干不完整的结果•例如若 〆 A ) =0,则 （2) 式无解，但若 〆 A ) 关0,则 （2) 式有解否？ 
苟有解，则解数多少?此皆非定理 4. 1之所能冋答者.族的引人，对于这个问题的解 
决，也有部分帮助. 

例1.3=—96,共有四个定正已化原型 

{1,0,24} ， {3,0,8} ， {4,4,7},{5, 2,5}. 

由定理 4. 1仅知如以此四型表 I 则解数之总和为 


〆 是） 



此处”经过 * 的所有的正因子•为欲算出特征系，必先选出与 d 互素之 I 且可由该 
沏表出者.今各取 


因之算出 


k = 1,11,7,5, 


& 

(+ ) d ( k ) *(*) 

< 1 , 0 , 24 } 

+ 1 +1 +1 

< 3 , 0 , 8 } 

— 1 - 1 — 1 

< 4 . 4 , 7 } 

+ 1 -1 +1 

< 5 , 2 , 5 } 

-1 +1 -1 


此表完全说明每族包有一类.由此得出：当 Agl , ll ,7,5 (mod 12) 时各表了 
第一，第二，第三，第四型之解数.更具体些，若4否 Kmod 12), 则= 




x 2 4- 24>r* = k 

的解数.同时，也已证明当 A = ll,7,5(mod 12) 时，上式不可解. 
例 2. d =-15. 共有两个定正已化 原型： 

{ 1 , 1 . 4 },{ 2 , 1 , 2 }. 


各取4 = 1及17,各得 


及 


( 音 H 音卜 
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(含)=(音)一 1 • 

由此二者可以算出 * = l,4(mod 15) 及 4B2,8(mod 15). 即得若々 s 7，11，13或 
l4(mod 15)，则々不能以此二型之任〜表之.而々三 l，4(mod 15) ，则 U ，1 ,4} 表々 

之方法数等于2 若 々E2,8(modlS)， 则 <2,1,2}表&之方法数也如此. 

由上面二例可以看到，若每族中只含有一类，则当 (12 心=1时，（2)的解数可 
以完全确定. 

兹将 c/>_400 之每族只有一类之情况列表如下 （310 页）•表中还列出所有的 
定正已化原型. 

习题：如例题，研究 d =- 20, — 24, —32, — 35, 一 51 •—75时之情况. 

§ 7 . 级数 K(d ) 之收敛性 


命 


此乃一非常重要之级数. 
， d 


KCd ) 


§(拈 


因为模丨 d I 之实特征，故由定理 7.2.3 可得 

lil ( 手 )1 

再由定理 6. 9. 2,可知级数 Kid ) 收敛. 

定理1 

证：1)命 Mrid . n ) 表示不大于工而与 d 互素之整数之个数•则 


❺，淵= + 

■ I * 

I ^ \A (.Tid , n) 

= 2(7 r )— T -- 


站 ）s 


( 1 ) 


( 2 ) 


1 . 1.1 

-d - 96 

1 . 0,24 

-rf - 195 

1 , 0,1 


3 . 0,8 


1 . 1,2 


4 , 4,7 


1 . 0.2 


5 , 2.5 



1 , 1,49 

3 , 3.17 

5 . 5,11 

7 , 1,7 





因当 n 增大时, A ( rd , n ) 决不 增加； 又因 

A(ndtn) ^ 1 

- — ， 

r n 

故由定理 6. 8. 2,可知级数 （2) 关于 I •为一致收敛. 
又对固定之有 
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jj m A ( rtdtn ) _ q >{ \ d \ ) 丄 

r ! d ! n * 




A(ricl f n ) 




§8. 双曲扇形及椭圆内之整点数 

定理1设 m >0, 与一以质点为中心之椭圆或一以原点为中心之双曲扇形 
(由双曲线之弧及由原点出发之二射线所构成).命/为其面积（有限的）.将原图形 
放大 W 倍（即以代命 U ( r ) 表此放大的图形中之整点，其坐标皆适合 
6 = 6 o (mod m ) , V = V ° Cmod m ) 

者之个数，则 


- I 


证：在原图形之平面 t 作网.以 


为其经纬.网眼为边长$之正方形. 

vr 


rjo + s m 


命 W ( r ) 为网眼之“西南角”在椭圆或双曲扇形中者之个数.则显然有 
U ( t ) = W ( r ). 


今网眼之面积为<，由积分之基本定理立得 


故得定理. 


lim — W ( r ). 


§ 9.平均极限 


命 0 a , F ) 表用 f 表々之原表示之个数，又命 

H ( r , F ) = 2 1. 

< l ^\ 
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本节之目的在求出极限 


lim J - H ( r , F ). 

T 

定理丨当各过完全剩余系 mod 时，恰有组值使 
FU ,： y ) 与 c / 互素. 

证：只 需证明 ：若〆 则: r,：y 于模〆 之完全剩余系中恰有组 
使 /) 七 F ( u ) 即可. 葙命 丨 d | 之标准分解式为 Up!， 则因 W (: c，：y>〉 = 1与 
P ^ F ( x t y ) 等价，故由孙子定理可知当各过模丨 d 丨之完全剩余系时，共有 
IJpV ( 夕 ）=1 ^ ! 9 ⑻ 

P \\ d \ 

个值使 F ( x ，： y ) 与 d 互素. 

因 （ a ，6， c ) = 1 曹故 p \{ a , c ). 今设 p \ a . 

1) 设/»>2•因 （/>，4 a ) = 1,故由 

4 aF = (2 ax 4- Ay ) : — dy l ^ 0 (mod p ) , 

可知 

2 ar 吴 0 (mod p ). 

且反之亦然•对: y 之任一值(共有〆个值），因 At2a, 故: r 有个不同值， modp. 
即： r 有 —d = 沪 (户 /) 个值 mod 〆.故得定理. 

2) 设/ > = 2•由2丨</可知2丨6•条件 

ax 1 + bxy - hey * = 1 (mod 2) » 

即为 


< u ： - f - cy = 1 (mod 2). 

因对: y 之任一值(共有方个）有 2 〃 l 个 z 之值 (mod 20使上式成立，故得定理. 
定理2 吾人有 

2?r <p( 1 d \ ) 

Trt MT 1 

P (. d ) 


lim 


H ( r » F ) 


■Jd 


若 d <0, 

若 d>0. 


证：若 d <0, 命 U ( f ) = UCr , F f xo * yo ) 表示适合 
0<F(x,^)<r, 

x = x Q (mod I J I ) , y = y。(mod | <i | ) 
之解数.若 c />0 •则命 t /( r ) = l ；( r , F , Xo . yo ) 表示适合 

0 ^ F(x*y) ^ r»L > 0,1 ^ j =■ | < c 2 , 
x = x 0 ( mod \ d \ ) t y 三 ％ (mod \ d \ ) 
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之解数.此处之定义一如§ 11.4. 

命心，力各各经过模丨丨之完全剩余系中使 ( F (: r 。，％),^) = 1之整数组，则 

2 U( ^ ^ S = H ( r , F ), 

<， 0 .V »<*<«■ 

故有 




由定理 1 ，若能证明对每一组: c 。，： y a ，均有 


, 2ir 丄. 
r -~ r loge 1 


若 d < 0, 


若 ci >0. 


则定理已得.冉由定理 8.1， 可知只笛求出椭圆 FU ,： y )< l ( d <0) 及双曲扇形 0< 
F ( x ，3»> < 1,1 >0,1 < ! i |< e 2 ( rf >0) 之面积便已足够. 


1) 设</<0,熟知椭圆 


之面积为-^5^，故得定理. 


or 2 4- bxy + cy 2 ^ 1 


2> 设3 > 0,不妨假定 a > 0.因 

L — 2ax 4- y/d)y* L = 2ax -f- C6 — -/d)y% 

故有 

LL — Aaiax 2 4- bxy •+■ cy z ) t 

而得 L > 0. 

所求双曲扇形之面积为 


其中积分变数过 Lr <4 a , I >0, l < i < C 2 . 换变数 


此变换之函数行列式 (JacohiatO 之值等于 


3p dp 

dx dy j i 2a b -Jd I 

2 ^Jo. 2 yfu 2<j b ~~~ y/d I 

3x dy 
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故 



积分变 数过户 <1以>0,(7< /0 </«7.此乃一以（0,0>,卜，+),(1，1)为顶点之等 
腰双曲扇形.故 

= i !( /,_ « 4 K + r .(7 _ « 4 K 

= JX ,_ L 4— =bge - 

所以 

•Id 

而得定理. 


§10. 类数之解析表示法 


定理1 


证：命 


hid) 


W\ d\ 


2 tt 


Kid ), 


逄則， 


若 d < 0, 

若 d >0. 


Fi ，•••，〜》 


为代表系.由定理 4.1 可知 


F KXr y 


2 ^(*> = - S S ( f )_ 

l<*<r l<*<r nU ' r 


由定理 7.1 及定理 9. 2 可知 


hid)< 


則 ㊉ <0 , 


\og,\TdW 


I d I 


l 若 d >0. 


即得所求. 

故今之问题一变而为求 
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編 =s 士⑸ 

之和之问題矣. 

§ 11. 基本判别式 

定义 基本判别式 d 者乃判别式之不含奇素数之平方因子，且^或为奇数或 

= 8 (mod 16) 或三 12 (mod 16) 者. 

例如：5,8,12,13,17,21，24,28,29，"％ 

定理1 任--判别式 d 泞可表为 / m 2 之形式，此处/是基本判別式.且表法是 
唯一的. 

证：1>若 d 是奇数•命 m 2 为最大之平方数可除尽 d 者.命 d = 即得所求. 

2) 若 d 是偶数，先表 d = gr 2 是 c / 中之最大平方因子.显然有2丨 r . 

若 q 三 1 (mod 4>，则 g 即为基本判别式. 

若 g 三2或 3 (mod 4) ，则取/ = 4 g , 如此则 4 g 三8或 12 (mod 16) 此乃基本判 
别式. 

3) 唯一性. 

命3 = > 2 ，;《>0，/为基本判别式.若/是奇数，则/无平方因子，即 JU 
之最大平方因子.若/是偶数，则/=8或 12 (mod 16)，即4| +，故（2/71) 2 为3之 

最大平方因子.由此种说法，唯一性巳明. 

定理2 命 t / = / m z 为定理1中之表示法，则 

KCcn ^ U {^-[ i ) j ) Kcn . 

证:吾人有 

KC .) = E (f )1 =2(^)1 

= S ( 併 . 

(/ H.lOW 

设 m 之标准分解式为 /> V …沁，则由定理 1. 7. 1,可知 

K( rf ) = K (/)-S(^)^(/> 
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- n ( i -( f ) i ) Kc />. 

由此可知今后只涛求出 «(/) 之值即足. 

习埋.试证若(为*本判别式，则为一模 | d | 的实原特征 • 

§ 12.类数公式 

今设 d 为基本判别式.命 

J + N / f . 若 f 是正数， 

1« tut . 若 f 是 负数. 

定理1 若0<炉〈2托，则 

V sinn ^ = 2L — J2. 

f=\ " 2 2 ’ 

及 

± SO^_ los[2 . nf y 

证：由假定 ，0 <f <2 rc ， 故① 

^ — =— log ( 1 _ e —) 

»-i n 

=— log (2 sin 營 )+ iarctan(cot 音） 

==_ ' log ( 2sin f ) +t (f ~f )• 

将等式两边各取实部分和虚部分.即得定理. 

定理 2 若^为基本判别式，则 

~ (7") iog sin 若 0 , 

若 j <0 . 

证：由特征和已知 

UI-I ,, , 

= ( 7 )^ 

① 此式 之严格证明霱要用及 Abel 定理.诶者可参考著者;等败学引论”.第一在第二分册.§ 13.7. 
科学出覼社 ，1963. 
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(若为基本判别式，则为原特征).故 

^ = 2(f)f=| ； i§ ， (^)^ 

irfl— 1 i ®° , 

= 2(7)2^- 

1) 若 d > 0,则取上式之实数部分可知 

你⑷ = E ( f )2> 竽 

— f ,{ y ) M 2sin j ) 

S (- r) log sin f 

(由于 iog 2 公 ( y )= °)- 

2) 若 d <0, 则取虚数部分 

v^TK(,) = '|(^)|： IsinfHE 

= S'(7)(f-TfT) 

\M-l ,, 

=- mS (7) r - 

由定理 2 及定理 10.1 立得： 

定理 3 设^为基本判别式.则当 d > 0时 

c - = n ^ f / n ^7 5 

又当 d <0 时 


A ⑻ =* F ]^ T (公一公) • 


此处 s 过适合1之诸 r (0< r <| d 丨），而《过适合(^)= 
定理 4 设^为一负基本判别式，则 

2 (7) - 


hid ) 


中 - (音)) 

证：由定理1已知：当 2 it < 炉 <铋时， 


1之诸 r . 
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sin^g? = ^ sinn(<p — 2 k ) = JL _ ( g>- 2?r ) _ jr _ ^ + ^ 

如定理 2 之证明 

V 3 K ^({)^± l ( f n )VJ 

~ , Wl-l , 

比较虚数部分 

= §’(*)§ 

⑸ (h 昂 ) +. (f-^r+4 

(注 意：当 Ul 时，该无穷级数之值为 0, 而非 一| ••但其时 (f )=0, 故无害 
也 .) 故 

厕則 (普卜 …，2 ( f ) 

= 2y/TdjK(d)+it 2 ( 7 ) 

y lrft<r< 1^1 

= 2 y/j d I K(d) — n ^ (f )， 

即 

滞( 2 -( 鲁)— ” 2 ( f ). 

J<r<^UI 

故得定理所云. 

习勉 1. 试用上二定理中所用之方法，以直接证明 

[jMl] ， 4 , 

…2 (^)= (^-(1))2(^- 
习题2•设 p 三 3 (mod 4) ，则于 o,+/> 之间二次剩余之个数多于非二次剩余之 
个数，若 l(mod4)， 则其数相等 • 


§13. Pell 氏方程的最小解 

今申述以上结果之一应用.命 d>l, 且 d 妄0或 l(mod4> •又命々，加为 
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x l — dy z = 4 

之解，使最小者 (A >0 ,>-o >0>,而命 


本节之目的在于证明 

c < d ^. 

命 d = m 2 /, 此处/为基本判别式. 

定理1 命/ >0, A * 为最小之非负整数 sA ( mod /) 者，则 


证•.由定理 3.3 nj •以证明 


Vi! •娜 )|< 辦 -^). 

f 以证明 


A a r A* < - 

§ S ( f )=2 2( f ). 


又可用与定理 7. 9. 2 相同的方法证明 




而得定理. 

定理2 命 d>l •则 

证：由直接计算可知 




( f )=(=) ( f ) 


i 、= j ( f )， 若…，" 


10» 若 （ m ， n ) > 1. 


\± td )\-\±^( i )\ 

= ls(S(+) -谷 1 (《)-_••) I 

I A , I , I [ 会 ] 1 » r l 丨 [ r ]/f 、|、 
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<2*{ y [ rK +[ r ]}< A 2( lv 7 + i ) 

^ A «/f <n = A -Jd. 

(因为 / 彡 5 , 故 1 < + >/7 . 又 Hi <m.) 

定理 3 命则 

Kid) <C jlog d + 1. 

证：当 时，命 

^ = 2 §( f ). 

并定义 S (— 1) = SCO) = 0. 于是有 

S(n) - S(n - 1) — (f ) ， 


故 


S(n) 一 2S(n_l) + S(n — 2 〉 = ( 合 ) ， n^\. 

Kid) = 2( 普 ) 去 = 2 -i-(S<n) - 2S(« -1) + S(n - 2)} 

=》(”){ 去 - 丄 + 击 } 


E 


2S(n) 


Z\ «(n + l)(n-f2)' 


命 


s . = S 


2S(w) 


i n(n + l)(” + 2) 


• S 2 = 2 


2S(n) 


rt(n -4- 1) (n + 2)* 


由于丨 S(n) |<- n (” ； *~1 ) ，故得 


A - 1 1 為一 1 ’ o 1 1 

I s , I < V -- 1 - = y '丄一立 +丄 + -- 1 — 

1 ^ ^ n + 2 n 2 肀 A 十 A + l 

^ log (A — l) + y—+ + 


A T A + l - 


又由定理 2 ,得 


I O V 2 ^ = 2 

* $ A (”+1)(”+ 2) ~ A + V 


① 7 = 0.5772 …为 Euler 常数 . 2 士 < + 7 之证明 11 了由 Hm ( 2 +- lo «_ t )= y 及2 七 • 

logr 为一递增 afi 败而 得. " 
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取 A = [2^ + 1，则 

I Kid ) |<| S , | + | S , |< log ( A - l ) + y -| + i -(-2^± l <| l og , / + i , 

(因为 d >5). 

定理 4 常有 


证： 由定理 10.] 


loge < V 5"( ylogc / + 1 




再由定理3,即得定理. 

定理 S ( Schur ) 常有 

logc <C Vd log d . 

证:若 d > 〆 ，则由上定理，已得.若 d / ,则 d = 5,但此时 

.= 3 ±^. 


logc < V 5 log 5, 

定理成立. 

附记： Gauss 曾推测：当丨 |— oo 时， 


此乃一著名的 难题. 1934年 Heilbronn 证明，当 d - 
Siegel 证明 


，时，则 A ( d ) — oo .后一年， 




即已得出 A ( cO 当 d 时之无穷大之主阶. 

但是否当 d — oo 时,/ *(3)-00. 此乃一尚未解决之难题.关于此方面 Siegel 之 
结果为 

t - log ( fe ( d ) loge ) 1 

log ^ _ 7. 

但苦于对 loge 之阶所知不够.故无法得知 hid ) 是否趋向无穷. 

此二结果将于§ 15中证明之. 


14. 若干引理 


在下一节中将证明 Heilbrorm-Siegel 定理.在此证明中葙要用到一些复变函数 
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论的知识，及第九章中所证明的关于（函数的某些简单 性质. 为了方便起见，故将 
下一节中所需的知识分述 如下： 

1) 复变函数论中所征引之定 理为： 

定理 l ( Cauchy 不等式）若 


/(5) = 2 a - (s —a) " 

H -=0 

在 I 5 -a 中为正则，且丨 f ( s ) |< M ，则 

I a. l<Mr " (n = 0,1,2, — ). 

(证明见#里瓦洛夫所著复变函数引论，第章，§ 2,第8段 .） 

2) 关于？函数所需的定 理为： 

定理2 a + it ) 在半平面《7> 0上为一除 s = 1以外尤处不正则的函 

数，而 s = 1为它的一次极点，在其卜.的留数为 1. 又有 

卜卜占卜 1 ^ (»>0) ⑴ 

成立(见定理 9. 2.1). 

3) 今引进另一函数 

LA$) = (ff>0 〉， 

此处 c / 是一判别式.显然 

LAD = K(.d). 

定理3 L rf ( s ) 在右半平面 <7>0上表-正则函数.且适合 

I LAs) |< iAilLii ( tf >0), (2) 

a 

及 


0< L rf ( l ) <2 + log I d |. 

证:命 n ,, n 2 为任 意二正 整数， Mn 2 >叫. 则因 

I 2 ( f )| 〈⑷ 

1 " i 1 

对任何 m > n , 钾成立，故由定理 6.8.1 得 

L +旦 ( 況卜 … -^ Tivl + lil )- 

又 


(” + 1 ).! 


I prfl r»+l 

I jj x~ r ~ l dx s I x~ rl dx t 


(3) 


所以有 
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| ■旦(說 |<i 仆…〜) 

< I • I l l w7 > (< T >0). (4> 

a 

由（4> 可知，对于任何办 >0， LG ) 在半平面 ( T > a 。 上的任何有限区域内为一致收 
敛，自然也为正则.又因办可取为任意小的正数，故在半平面 a >0 内为一正 
则函数. 

又在 （4) 中取〜=1，而令《2 ― °°，可得 （2) 式. 

由定理 10. 1及 hid ) > 1 ，loge > 0,可知 

L rf (l) = Kid) > 0. 

又分 


为二部分，其第一部分 


S ( f)i < Ei < i + io g ui . 


而第二部分，由 （4) 可知， 


故得定理. 




15. Siegel 定理 


定理1 命^及 A 为二判别式，及 

/"( 5 ) == ^(.s)L ， 4(s)L,j 1 Cs^L,jj i ( i ) ♦ 

则当 a > 1 时，有 

/( i ) = t ai = 1 ♦ a , ^ 0 (n = 2,3, …). 

••-I 

证：当 ff > l 时，公+及 ) +皆为绝对收敛， B •士及 ( f ) +皆为完全积 
性函数.故由定理 5. 4.4,得 

f < S ) = n ( i -^ r ) las ) = n ( i -( j )^) <»>!>• 

若命 

g( S ，#») = (a - p-*)(l - (|-)/.-*)(l - -(^Jp -)}. 




• 324 • _ 数论导引 

则有 

/( f ) — C<T > 1). (1) 

P 

今 (f )，作)，(亨)之值只可能为。， 1 或- 1 •当 (f )= (令 )= 1 时， 

1 °° 

g(s t p) = (1 — p~')~ 4 == -g- y (yw + l)(m + 2)(m + Z)p m, $ 

当 ( f )=-1 (令 )=± u 或(令卜- Mf ) =±1 时’ 

gis,p) * (1- A 2 T * = i (历十]) 〆 *_; 

当中有一个为0,而另一个为 0，1,-1 时， 


g(s,p) = (1 — p~'y l = D/t"* i 

w — 0 


gis^p) — (1 一户 *)~ 2 — y) (m + 1)A ~ ， 

» = 0 


g ( s , p ) = d ~ p - 21 ) 1 - 

w»a 

故对所有情形及任何素数 P， 有 A = l t a r ^0(m = l ，2,…），使 

g(s,p) ^ ia> 1) C 2) 

■ 1^0 

成立. 

由 （1) 及 (2) 得 


/( s ) = II ") (泛 >1). (3) 

p m— 0 

今 设”之 标准分解式为 n = …矸.定义 

= «>,*： “. a ， 广， 

故 A 对所有的自然数 n 皆有定义，且为一积性函数，而山=1,1 >0,再由定理 
5. 4. 4及 (3) 式可得 


/< 5 > = ( 戊 > 1 )， 

而 A 适合定理中的要求，也即 a , = l , a . >0. 

定理 2 命 ^ 及 A 为二基本判别式， ! d f>| d x I > 1, 如此则也 ，是 一判别 
式. /(*) 如定理1所定义，又命 

^( DL ^ CDL ^ Cl ), 
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则当为任一固定的小于1的正数）时，有 

/(a) - | dd, 

L 1 — a 

此处 c ,， c 2 皆表只与有关之正常数. 

证：当 I 5-2 |<1 时,/⑴一 A 是正则的，故可把它展成 Taylor 级数如 

/⑴一士 = 它 (6_ -0)(2 —s)' (4) 

5 一 1 ".-0 

此处 

6 0 = /(2> ， b m = (-l) w ^-^ (m = l ， 2, …). 

ml 

而由定理1，可知 /(2)>1.(—1)"/("°(2) = ^ a . n - Mog - n^O (m - 1，2,…）亦 

»- 1 

即 

b 0 ^ 1, b m ^0 (m = l ， 2r”>. (5) 


由定理 14. 2及定理 14.3 可知 / G ) ^在右半平面0>0上为正则，故 （4) 式当 
I 5-2 | <2时也成立.今将利用定理 14.1 以求出 | ^ 1 的上界.为此，先求 

|/(^)- 5 -^|在圆周|3 — 2丨=^^上的上界，此处$为适合0<$<1，且使1 

< ^^< 2 的一数.由定理 14. 2及定理 14. 3得 

I /⑴；< (, 5 l t , + ^)( j V L ) J I 也 I I* 1»<t>0). (6) 

今卜 2 卜宁 « 2 + 宁) /( 2 -宁).17^17<(宁- f ， 


I /(5) |<C S \ dd , j* (I 5-2 |= 

其中 C 3 为一仅与 8 和 $ 有关的正常数.又由定理14.3,可得 

\ p \<\ dd x I *. 

因此 

I /⑴ 一 j < C 4 \ dd x 1 2 , I s — 2 I = 2 ^ j ， 

而由最大模定理，可知 （7) 式于丨 5-2 |<?^中也成立.于是由定理 14. 1得 


⑺ 


\ b m - p \< i C A | dd x | 2 (^^厂，讲= 0，1，2，.“. 


(8) 
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今由（4> 式以求 /( a ) 之下界. 

" o _, OC . 

/( a ) = - f - r-h -/>)(2- a )-+ 2 (6--^)(2- a )", 

觸 ■ 3 两一 191 Q 

由 （5) 可知 

^(b m -p)C2-a) m ^1- ^p(2-a) m = \- p ^ 2 ^ a ^ D ~ l 9 

■ t »0 M »0 1 — fl 

而由 （8) 

E(6-_p>( 2 - <o - >-c« I d</, i« 2 (r^i)" <2-,r 

=-c, I dd, i ! r»ci-?)-* =-c s I i j r«. 


- c , I dd , i ; r °. o ) 

今取 〜= [- |2) ] +1 •即得讲。 < ^^13 1 十 C “ Q >1) 及 
Ci I cid i | 2 $"° <C *^*» 

(2 - a ) 〜 < 2 C ^ I <W, | 与 °* <2 •> < 2^ I dd x |^5 (, -* > 

=C 、 \dd 、 w), 

代入 (9> 式即得定理. 

定理 3( Si e gd ) 若是一基本判别式，则对任一 e > 0,常有 

丄 = 0(1 以 ). 

证:不妨假定 o < e <- i -, 命 


/( j ) = f ( s ) Lj ( i ) L rf| ( s ) L M[ ( s ) , 

<0= 1^(1)/^ (UL^d). J 

山 的取法 如下： 


( 10 ) 


若有一基本判别式 4 使 ( a ) 在1 一 e < tr < l 中有一苓点，即取此 A 为（10> 
中的并以 a 表在此区间中的任一芩点，则 /( a ) =0. 

若无基本判别式4使 (〃） 在 1— C <(7< 1中有枣点，则任取一基本判别式 
此时，若 / U ) 在1 一 eO < l 中有零点•则取 a 为其中任一零点，仍有 / U > = 


0;若 /( a ) 在此区间中也无零点，则取《为 】 e <<7< 1中的任意-点，因 / Gx ) 在 


此区间中无零点，故有固定的符号 >又由定理14.3，可知 (0 >0，再因/0)-^1在 
右半平面正则，所以当 ( T 自左方趋近于1 时， 必须有 /(< r )— 一 因此可知 /( a ) 在 
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-e<a<l 中取负值.于是不论4与 a 如何取法，常有 
/(a) < 0. 

命 U 1>丨4 丨，由定理2(取占=+，易见0<5<1- € <^<1)，得 
r^-LAl^U (l)L^(l) ! dd } > i .. 


此处 C,，C 2 为正绝对常数.于是 


, ( DL , (1) | 也 • jc *。 


= CL^Cl) I d | c * u ' 

C= j^L^Cl) j d, 为一与 d 无关之常数.当丨 d |>| A |> 1 时，有 

^,(l)<2 + log I dd x 丨 <2(1 +log I d 丨〉，又因 l-fl< e ， 故得 
^-^<20(1 +log I d I) I d 卜 * = OC\d | {C * +I,< ), 

因 e 是任意的，故得定理. 

定理4 若 ^ 为一判别式，则 

^ i^TST 一 T, 

, log(/l(<f)logc) _ 1 

把 ~ logd " ^ T. 

证：1)若 d 为基本判别式，因定理3及定理 14. 3得 

C t U|-«<K(^)<2 + log|rf|<C 1I I d |S (12) 

再由定理 10.1 可知 

C,o I d <A(^)| i 1 q ^J<C„ I d |^, 

此即定理. 

2) 若 d 非基本判别式，而 d = /m 2 ，/ 为基本判别式.于是 


n( i '(p)i) <c,2wif 




故得 
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由 （12) 即得 

Cu I d |i-* <i d \ ^ K ( d)^Cn I d |T + «. 
再由定理 10. 1 而得定理. 
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§ 1. 复虚数平面 


对应 于一个 复虚数 


» = *r + y » 


在平面上有一点 P， 其坐标为 (：r,：y〉， 此点为 z 之写像 .M 然，此种 
表法是一对一的.从原点 （） 到 P 作一射线称为矢最.故对应 
于一复虚数，有一从原点出发的矢量. 

由 O 到 P 之距离即为 z 之绝对值，也称为矢 
最之长度 .0? 与 x 轴之夹角0称为 z 之辐角.显然可知 



x = |ocosd* y = psinff. 

plQ 即为 (x，：y) ——平面上之极坐标.显然可见 

z = x yi = picosd 4 - »sin^) = t oe 4 . 
吾人常用下列 符号： 


1*1= y/x l +y » argz — 0. 
以 c 为中心， r(> 0) 为半径之阏，可以方程式 

表之.而 

代表以 O 为中心之单位脚. 

今再研究线性变换 


此处〜 为常数（一般是复虚数 ）， R 

ad 一 be 矣 0. 

此变换将复虚数平面上之一点 z (尹一 d/c) 变为另一点对应于 * =一 d/c, 
吾人引进一想像中之点•称为无穷远点，以 z' = oo 表之. 

今往讨论之对象乃指复虚数平面加上无穷远点者.此对象称为函数论平面•在 
本章中或简称平面. 2 =如对应于/ = a /c. 解 （1) 式得 


( 1 = 


: +d f 


( 1 ) 
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7 ， ( 2 ) 

cz — a 

此仍为一线性变换，称为 （1) 之逆变换.故变换 （1) 乃将函数论平面变为其自己的 
一一 对应. 

在平面上放置一球，切于原点.将此切点视为“南极”.由“南极”作一垂直于平 
面之直线交球于另一点，视为“北极”.自“北极”向平面上之一点 z 联线，交球面于 
一点，如此建立起球面上诸点和平面匕诸点的 一一 对应.而无穷远点则对应于“北 
极”.如此则所想像中的点•一变而为具体的点.此球有时称为 Neumarm 球. 


§2. 线性变换之性质 


对应于一线性变换 A : 


r _ az -\- b 
Z cz -\-d 

冇一方阵 


( 1 ) 


(2) 


而此方阵之行列式之值 ad - bc (^ O ) 称为此变换之行列式.但对应于不同的方阵 
可能有相同的线性变换，因为 


(°P V\ 

VCjO dp ) 




所代表之变换和 （1) 完全相同.不难证明，除此情况之外，无其他的方阵对应于变换 


(1>.可取 P $ P 2 (<^ — 6 c ) = 1,故常可假定冇行列式为1之方阵代表线性变换 A . 
极易证明对应于一线性变换仅有二行列式为1之方阵对应之，即 


若另有一线性变换队 


则得一线性变换 C 


此变换之方阵 


1 士 a 士 
±c ±dl 




cz - Vd ' 


n __ a (az + 6) + 6 :(cg + d ) 
Z c (.az + 6) + d'(.cz 4 - d ) 

__ (a a -h ^V ) z a b ~h b r d 
(c r a 4- d^c'iz-h cb -h d’d 


(3) 


(4) 
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/a a 4- b^c a’b + b f d \ 

(c’fl + d! c cb -h d'd ) 

定义为二方阵 h d> yi^ 之积，记之为 


iaa - f - b'c ab + b'd \ 

〆 b\(a b\ 

Ic'a 十 c’b + d’d ) 

"( c 7 ^)(c dl' 


变换 (4) 也称为变换 （3) 及 （1) 之积，记之如0= BA. 

但需注意者并不一定等于 AB. 吾人以 A 1 表 A 之逆变换. 

变换 

z* = z 

称为单位变换，以 E 代表之.可得 A .A 1 = A 1 - A = £ :. 

定义① 1 若一组线性变换其中包有单位变换，且其中二变换之积仍在其中， 
其中任一变换之逆变换也在其中，则此组变换称为做成一群. 

例 1. 所有的线性变 换成- 群. 

例 2. 所有的实系数的线性变换成一群. 

例 3. 所有的实系数而行列式为正的线性变换成一群. 

例 4. 取 a，b，c，d 为整数， Kad—bc =± 1 ， 则所得出的线性变换也成一群. 

例5.取为复虚整数（即 a = + 〃都是整数），所得出的线性 

变换也成一群. 

定义2 若 z。 由 A 变为其自己，则此点称为 A 之定点. 

一般说来，一个变换有二不同的定点，（即即二次方程 

cz 2 -f (.d — a)z 一 6 = 0 (5) 

之二根. 

若 A ，々为此式之二根，则该变换可以写成标准形式 



欲定此 A ，可取2： = 00,则/ = a/c， 故 


- CZj 


易证此 A 适合于二次方程 




l ^d 7 +2bc ia + d) z 


ad — be 


ad 一 be 


若 I A |= 1，A 关1，此变换称为椭圆的. 


(7) 


①成群之5性质有其互相 关咲性 .但本书仅以简而易用为瀵足. 
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若 A 是实数而关土 1，则称为双曲的. 

若 A 为复数， U 丨尹1，则称为等纬角的 （ Loxodromic ). 

若 c = 0,而 d — a 关0,则有一定点变为无穷.如取& = oo , 则 （6) 式之形式变 
为 

z f — Z\ = A(* ^ zi ). (8) 

若二定点相吻合，即 a = 

(a — d ) 2 + 4 Ac = 0* 

即 

(a + d ") 2 4- 4(6 r — ad ) = 0, (9) 

适合此条件之变换称为抛物的.代入 (7) 式•得 A = 1. 标准式 (6) 今变为 

- r ^ — = —?— + *， do ) 

Z _ Z\ Z 一 *1 

此处 A = ia — d 、/2 c，k =■ 7 >cf (a + d ). 

特别当 (: = 0， a-d = 0, 则此定点变为无穷，而变换变为 
z — z -\- kt k — b / a . 

若有一变换续用若千次而成为单位变换.则称为有限次变换，最小之次数使其 
成为单位变换者，称为该变换之周期.续用 （10) 及 （6 )n 次，各得 


—I - = - H- nk 

Z — Z\ z — Z\ 



Z — Z 2 Z — Tt 


故抛物，双曲及等纬角变换，都 X 能有周期.仅当椭圆变换，且 = 1 时为然.其周 
期即为最小之正整数使 A - = 1者. 

当 ;* = 2时，则 ;I =一 1,周期为2之变换称为对合. 

§ 3. 线性变换下之几何性质 

定义 

(:，妳 .） = £ l 二二 i 

— Z 3 / Z ： — Z, 

称为四点 Zi t Zg * Zs t Z4 之交比. 

定理 1 线性变换使交比不变. 

证：命 

t azi +b 
Zi= cZi -\- d ' 
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z - 


iad — 6c ) (z, 一 z ,) 
(«,+ rfKcz .+ rf )* 


故 


(.z\z f 2Z f ,z\) — («i Z t Z S * 4 ). 

有一线性变换存在，变任与三点 A ， Q ，々为任意三点 Z:，g. 此变换之形式 
可具体地写出来 

f / / / 

Z ^ Zi — Z 3 -~ gl Zj — Zs Z — Z\ 


或 


亦即 






( 1 ) 





{z\z\z\z') = (zjzj Ziz'). (2) 

若有一线性变换具有上述性质，由定理 1, 当 z 给定后，则 z' 必适合 (2) 式.即 Z' 
唯一确定.故具此性质的变换是唯一的.换言之，（2〉乃线性变换之一般形式. 

若 A | ， A2 ， Ai ， P 各表21 tZi tz 诸点 * 则 

arg(zi* 2 « 3 z) — ZAiPA 2 — ，角之方向一如 

图中箭头所示. 

由此可见，若交比是实数，则 

ZA,PA t -ZA,A s A 2 

等于 k 之倍数.故 P 在经过 A,，A:，A 3 三点之圆上. 

若是实数，则（2> 式中（士〆#'，〆）也为实数，即当 z 在过三点 z,， 
Z2.Z3 之脚上时 iz' 亦在过 z',，/,， 之圆上，且反之亦真.故已证明线性变换变阒 
为圆.但须注意 者：通 常将直线看成直径为无穷大之圆. 

定理2 线性变换使二圆之交角不变.即若二 
圆之交角为6度，则经线性变换另得二圆其交角仍 
为 (9 度. 

证：命为二圆之交点.在 a 点附近，二圆 
上各取一点则交比之辐角 
arg ( z 3 «4« i *2> » 

即为— Z*3*l 当 z 3 及 h 都趋近于 
时，即得二阏之交角.由于交比之不变性，故得定理. 
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§ 4.实变换 


今往讨论为实数之线性变换 


但今不能取实数 P 使 
而仅能取得/0使 


今后不妨假定 


/ az -{• b 
Z ^ cz-bd* 


ad — be # Q. 


p 2 (.ad — be) = 1 j 
pHad — be) =± 1. 
ad — be =士 1. 


显然行列式为 + 1 之诸实线性变换成一群•此群以 SS 表之.显然，此群中之变换 
变实数轴为其自己.对任意三实数，有一实变换将其变为任与之三实数. 


定理1汧将上半平面（即: y >0) 变为其自己. 
证：命= x ， + iy r ,z = x-hiytz = J ： — iy , jBll 


2iy f 


az + 6 一 a z + b 
cz-\-d cz-\-d 


_ 2(a<i — bc)iy ⑴ 

\cz^rd\ t 9 ⑴ 

故得所箱. 

定义 1 上半平面内中心在: T 轴上之半圆谓之测地线. 

由定理1及定理3.2,可得： 

定理2汧中之变换将测地线变为测地线. 

在上半平面中任取二点 z ,, z 2 .若有一汧中之变换变 z , 及^各为，则显 


然有 

即 


(*1 * 1*2 = (*’1 A ) 



取 2 : = z-f = * ，并命 - ► 0,则得出 


dz 1 dz’ 

r y = w 


即 


dx z -\- dy i _ dx ，2 H- dy ，2 

y ; 7^ 
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由此可见 ，汧 中的变换使长度元素 


•Jdx' dy z 

y 

不变.与此长度元素相当之面积元素为 

dxdy 


( 2 ) 


(3) 


经汧中的变换亦不变.如读者缺乏微分几何之常识，可用直接法以证出 （2) 及 （3) 
经 SR 中之变换不变. 

定理3 命 z , 为上半平面之两点, c 为连接此二点之一曲线①(令在上半平 
面中），则使 


I * - Jdx 1 4- dy l 
Jc y 

取极小值者，乃(:为测地线之情况. 

证:作一中心在: r 轴上之圆，且经过^ 二点.命其中心为 （ i ,0> ，则圆之方程 

可以写成 

X = t -{- pcosdt 
y = psin 0. 

设沒=负及込时,2 = 1,及^.该曲线 C 之方程可以写成 
x = t + p (.0) cosd % 


y = p(.O)ain0t 


p (. 9 ] ) = p^-Bi ) = < 沒1 < 的 < j 


-Jdx 1 dy l 

y 


l 

_ V(.pid)co90-oCd)^n0y -h io eg)sing-f pie') cosg ) 2 ， n 
" J *. p ( d ) s\nO 

=[ h f^7ZM7do_ 

J^V U (^)/ s \ n0 


tan —dz 




此式证 明了： 仅当 〆 (0) =0时取等号，即当 〆 们=<0是一常数时该枳分之值极小. 
此定理之证明不但证明了定理，且证明了沿测地线该积分之值为 


①假定此曲线 M 连续的.并有连续切线. 



其意 义为： 假定过 z , 之测地线交 * r 轴于 A , B , 

其中心为 c ， 则 

tan ^ = S ， tan + ft = S . 

故 

tan yd ： 

log r — = log I CBAziZ,) |. 

tan y 汍 


定义 2 定理 3 中之极小值称为此两点之非欧长度. 

定义3 三测地线所范围之弧三角形，本章中即统称为三角形. 
定理 4 三角形 ABC 之非欧面积 




m 2 图 3 

证 :1) 先研究 ZB-ZC-0 之情况（如图 3 所示 ）. 不难证明，有一实线性变 
换，将 B 点变为无穷 , C 点变为 1, D 点变为一 1( 或此变换将 C 点变为 一1, D 点变为 
1) ,且所对应的行列式为正氕则图 3 变为图 4 .设 A 点之坐标为(: r 。 ，: V 。），则 


• l dir 
h 。 \/1 — x l 


- sin -1 x 0 = k — / A . 


2> 若 ZC == 0,用一次实变换将〔:点变为无穷，得图5.由 1) 得 


①将 B,C，D 变为00 ,± 1 , 不1的实变換为 

, , (D-2B + C)t-^(BC-2DC + DB) 
Z ■■士 (C-D)*+(D-OB 


时 其对应的行列式之值为 


±2(D-0(C- BHB-D). 


第十三章模变换 


• 337 • 




图 4 



△ABC = △BDC — A ADC = (ir — ^B) — [w — （it 一 = jc — / LA . — 
3) 若 ZA，ZB，ZC 皆不为 0, 如图 6. 则由 2) 得 



图 6 

AABC = AADC - AABD 

= (it — /HC— ^.A — ^.BAD) — [it - (w — z^B) —/BAD] 

= 7t — ZA — Z.B — ZC. 

由此定理可知三角形三内角之和不大于二直角，其值可取0与 1T 之间之任一 
值. 

以上所述，乃著名的 H.JL JIoe^eBCKHft 几何之模型，乃模函数发展到自型函 
数之一重要工具. 


§ 5.模变换 

定义 若 a,6,c,d 是整数，且 d — = 1»则变换 


称为模变换. 

易见模变换成一群. 

由 §2(7) 可知 

A + A " 1 = (a + d) 2 -2. 

此二次方程之判别式为 

[(a + d): — 2]: — 4 = (a + ^)*[(a + <0* — 4]. 

在讨论中，不妨假定 a + d >0•若不然可将 a ， b ， c ， d ^% — a ，一 b ，一 c 、一 d . 
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1) 若 a + rf > 2,则得双曲变换，有二个实数 定点： 此二定点乃二次方程 

cz l + (d — a)z — b = 0 
之根.此二次方程有有理根之条件为 

(d — a ) 2 + 46c — (a H- d)* 一 4 = “* ， 

« 乃一整数.但因 f _y = 4 之解为 _r =士 2 ，：v = 0 而无其他，故双曲模变换之定 
点，一定是有理系数二次方程之根，而非有理数.此种数称为二次代数数. 

2) 若 a + d = 2，则义=1，而得抛物变换 

1 = 1 
z — (a — l)/c 2 ： — (a — l)/c C ' 

若 c =* 0 ，则 a = d = 1 ，而得 

z f ^ z + b. 

前者以有理数 (a — l )/ c 为定点，后者以 oo 为定点. 

3) 若 = 1，则 

f+A + 1 = 0, 


该变换之义为= = 二 1 或 〆 ，而固定点为 


*1 


_ a +/>、 
c 



而标准形式为 

g',_ (fl p z )/c z — （g +p g )/c 
z — (a -\- p)/c ^ — Ca -h/o)/c ' 

此为一椭岡变换，周期为 3 .将^换为 〆 得另一周期为3之椭圆变换. 
i ) a+d = 0,则 A 之方程式为 (A + IP = 0,即 A =—1,而定点为 
cz 2 一 2az — 6 = 0 


之根，即 


而标准形式为 

< 一 （fl + i)/c = 一 z — （a + O/c 
z' (.a — i)/c z — (a — O/c' 

此为一椭圆变换，周期为 2. 

总之有： 

定理 1 若 a + d = 0,则模变换 （1) 代表一对合!若 a =士 1 ,则代表一周 
期为3之变换;若 <2 +3==士2,则得抛物变换，其定点是有理数或 无穷; 若 | a + d |> 
2,则得双曲变换，其定点在实轴上，并且是二次代数数. 
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§6.基 域 

定义 1 上半平面之二点如能有一模变换将 2 变为则此二点谓之相 

似，以 Z 〜 Z ’ 表示之. 

显然有 

( i ) z zt 

( ii ) 若 a : 〜 2 '， 则 z ' 〜 2 ; 

( iii ) 若 2 ：〜 z '， z ' *■*«■ /，贝 ! J sr ■z . 

在上半平面作一域 

y + y>i 当 ： c > o 时， 
x * + y > 1 当 x < o 时. 

定义2 在 D 上之点称为既约点 . D 称为基域.故 ^ ' 

D 乃一三角形，其三角之度数为( 0 ，号,|). 

定理 1 无二既约点可以彼此相似. 

证：若 z , 〆 为二不同的既约点 ，巨 

• az -\-b 

Z = ^Td' 

则由 §4(1) 可知 

\czldV' 

今有 

I cz d \ l = c*z z cdiz z ) d 1 
=^(. x 2 + y 2 ')-¥2 cdx -\- d 2 
^C z -\cd l+rf* >1. 

但须除去可能的例外 ： c =士 l ， c /== 0 或 c = 0，d =士 1 或 c==<i =]. 故将可能的例 
外情况除去后常有 

y <>. 

当 c = d = 1 时，仅当 2 = | 0 时有 I cz -\-d I * = 1 •由于< 1 一 6 = 1 及 〆 +户 +1 = 
0 ,则 

z = 從 . C =— - —— ap l — bp = 一 p 2 4- b . 
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故 K〆） = f •若/ € D ， 则 〆 =屮而与矛盾. 

但 

z ^ J^=±. t 

_ cz 4- a 

故常冇 

y<y* 

同样须除去可能的 例外: c =士 l, a = 0或 c = 0 ,fl =士 1. 
不可能同时有 : y > ：) /及 : y < ：/. 故仅须研究以下的 情形: 

( i ) c — 0 »a = = 1 1 

( ii ) c = 1 »a = </ — 0. 

在第一种情况下， 

z = z-{-b, 0. 

即 x ' = o : + 6. 丨 ： r'_：r |>1, 故 z ， z ' 不能都在 D 中. 

在第二种情况下 ,6 =—1，即 



即若丨 z 1>1，则丨* |<1,即/不能为既约点.若 I〆 1>1 .则=不能为既约点. 
若 = 1，则2仅能在由户到*之圆弧上，而 z '(= — 1/ z ) 在由尸+1到:•之圆弧上. 
若2关 i , 则/并非既约点^若 z = i , 则 / = i ^ *, 此与假设矛盾. 

定理2在长方形一 j 1 > y(y > 0> 中，相似于一定点之点数有 

限.亦即将长方形中诸点分为相似点组，则每组中点数有限. 

证:假定« = x + >« ♦ 

cz -I- a 

则已知 


若:/ > y , 则 

即 


| cz d | 1 c *( a : 1 +y ) 4- 2 cdx + d r * 


c*(x 2 +y)+2a^+/ 


Ur+d) l +cV 
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显然只能有有限对整数适合此式. 

假定( 〆 ,/)是如此的一对，且( 〆 ,/) = 1,则适合于 
ad’ — be' = 1 

之所有解答 U ,6) 可以表成 

a = a f + mc\ b = b’ + md ’ ， 

此处 a \ b f 是一固定解，即 a / — A ' 〆 =1, 而 m 为任一整数，故 
• _ az -\-b _ a z b ', 

c^-vd' 一 rr+z+ m . 

仅有唯一的 / n , 使一 故对一对 ( 〆 ,/)(( 〆〆 ）= 1), 仅有一组〜 

6使一 j < 〆 < ■! ■，故在长方形中相似于 z 之点数有限. 

定理3 h . 半平面之任一点相似于唯一的既约点. 

证：命 2 = x a -hyoifyo >0. 

取唯一的整数 m 使 

一冬 < J ： t > + w < 冬. 


若丨 z |>1，则 z ' 是既约点，无须证明•若丨 〆 丨《 1，而在 p 至:之 弧上，即为既约 
点，若在1+|0至 i 之弧上，可用 一+而 变为上之情况.若丨 〆 |<1,则使 

If 1 

Z -- T , 


取 W 使 


IT > ^o. 


+ m’ ， — -5- ^ < -J-. 


若'还不是既约点，用同样方法，做出 
由是得/，'，•••等都在长方形 


—y < j ：< y* y> yo 

内，由定理 2 已知其个数仅能为有限. 

故任一点一定与一既约点相似.又由定理1巳知不能有二既约点相似.此证明 
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了本定理. 

为了更能欣赏此定理之重要性，可用直接方法以证明以下二条可由本定理直 
接得出之结果. 

习题1.凡 

z — • a 2 + &■ + 1 = 0 

c 

皆相似于 

习题2.凡 

z — a 十户 ， a(l — a ) — Ac — 1 
c 

皆相似 于& 

§ 7•基域网 

定理1 若 Z 非一模变换之定点之一，而为二不同之模变换，则 
Uz^Vz, 

&代表变换 LT 将2变成之点. 

证：若 l/z = 则 

z = U l Vz . 

而得 2 是定点. 

定理2 作基域之所有的映像，所得出之诸三角形填满上半平面，且无重复部 
分. 

证：本定理上半部分可由定理 6. 3知之.若 LT 及 V 为二不同之模变换，将基域 D 
变为有公共部分之二三角形，则必变 D 为一与 D 有公共部分之三角形.命 t 
为公共部分中之一点，则 D 中必有一点与之相似，以其都在 D 中故不可能. 

此定理可以堆砖为喻.在符通空间中，可以等大之正方形之砖填满空间.而所 
谓等大砖之意义即为此砖可以“搬”占另一砖之地位. 

现在之“某域”乃砖之模形，“搬动”乃模变换，而上定理即谓如此之砖可以填 
满上半平面.此乃非欧几何学之说法.如重用此种说法，基域之意义可更明显，旦易 
于推广. 

基域之定义作如下之更动：上半平面之一域具次之性质者谓之基域： 

( i ) 任一点必与其中之一点相似》 

Cii ) 其中任二点不相似. 

在上半平面中任取一点〜非一模变形之定点.在平面上作此点之相似点 
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Zi fZg ，…. 

作 ( Z ， A 〉 之垂直平分线，即其上之点与 Z 及 Z . 之非欧距离相等者.舍弃在 A —面之 
部分. 所剩下之部分，即成一 基域. （其证明，读者试补出之，并试求出取 z = 2* 时所 
得出之基域 .） 

此仅能提供说明： JToOaHeBCKHft 几何不但有理论上之重要性，在数论中及函数 
论中也有其实践的意义. 

所可注 意者： 周期为2之椭圆变换之定点在角度为 j 之二角所夹之边上.周期 

为3之椭圆变换之定点有六个三角形以之为公顶.有无数个边经过抛物定点.双曲 
定点不能为三角形之顶点（不能在边上更为明 M ). 



图8 


§8. 模群之构造 


今以 S 代表/ = * + 1，丁代表 〆 =一则 S " 1 代表/= *一1.此三变换将 

棊域变为其相邻之三域，反之将基域之邻域变为基域之变换必为 s ,: r 或 s 1 之一. 

命 m 为任一模变换， z 为基域 d 内郎之任一点.以曲线连接 2 与，使此曲线 
不过顶点.假定所过之域依次名为 

D , D lf 0 2 ,—, D .(= MDh 

又命将 D 变为认 之梭变换为 M ,， 则 M , = S , T 或 S ' 假定吣可由 S 及 7 '之乘 
方之积表出.因为 AC 将认变为 D , D 441 是认 的邻域，故 MT 1 将 IV :变为 D 的邻 
域，但经过 JVf ' 1 (=5,7*或5 0变为 D . 即 
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= MH ,= D , 

亦即 

M t M，D = D *+,. 

故 = M * Af / 可由 S 及了之乘方之积表出，而 M 亦然.由此已 证明： 

定理丨任一模变换可由 S 及 T 之乘方之积表出. 

定理1之具体意义 为:若 

M = S _> TS "* TS m ^ ••• TS ^ , 

则 


1 



此显出模变换与连分数之关系. 

易知 T 2 = EAST ) 3 = E . 

注意:若扩大模变换之 定义： 

z = (az 4 - 6)/(« -h d) • ad — be =士 1 ， 

则可得类似之结果 

, = 丄丄 … 1 

+ + m 3 + + m v -f- z 

§9. 二次定正型 


命 CO 表一在上半平面中之复数, p 为实数 > 0 .作二次型 

F(.Xty) — p(jc — (oy)(.x — toy) — px l ^ pifuOit) xy + pud>y 2 , 

若用一次棋变换 

tu — iaw ' 十 6)/( o </ + d ) ， 

则上式变成 

p((caj ， + 一 （ oo/ + 6)_y)((cti/ + d^x — (oti» +■ b'iy')/ | cut - d | 1 
=p(ch: — by — o/( — cr + ay)')(.dx — by — a/(.— ex ay))/ \ cu) +«/ |* ， 

即得 

^( X -^ VXX - wy )/ I cto'+d |S 

此处 

X — dx — by t Y = — ex 午 ay • 

故得 

, • _ -、 -• i p p ( o /十 w ’） fiu / US ’ 1 ，-, 

{ … 一 〆 如 + — 卜 (I ao^dl 2 * ' \ao r Td \ lf \ a7+d I 2 T ⑴ 

其中须注 意者： 
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-s’ 


I CIO + 


由任一二次定正哦 


U ， 卢， y } 

出发，此处假定是实数 ( a > 0) 及 〆 一 4 a y < 0. 与（1>式左边相比较，即得 


:灶 


由 （1) 并假定 o / 在基域之中，则得 


一 1 < o/ + 5J' <C 1 ， 

h 

以{</,，，/>代 （1) 之右边，则得 

一1<^<1， 


\u}(o > 1» 若 o/ + S' > 0 ， 
ia/ 5T' > 1 ，若 a/ + < 0. 

> 1 ，若 〆 <0 ， 

4>1 ，若 〆 >0. 


即得 

或 


(/< 〆 <(/</ 


0 < 〆 < 〆 < /• 

此 C 将定理 12. 2. 3推广至实二次定正型. 

习題 1. 定出经一非单位模变换而不变的二次窀之标准形式 （答: X * + y,p + 
xy + y 2 >. 


§ io . 二次不定型 

今论实系数之二次不定型 

F = { aibtc ) = or 2 + bxy - f - cy 2 = a(x 一 toiy )( x 一 cozy ) *d = b * — 4 ac > 0. 
假定 a ：> 0, 且叫， 皆非有理数，以叫、 叱 二点之连线为直径作圆.此圆称为此型 
之基圆.其方程为 

a(x*+y)4-&r+c = 0. 

此圆必与无限多个三角形相交.盖由定理 6.2 之证明，可以看出，对每一有理点 
一#宵有无限多个模变换将其变为无限远点.亦即有无限多个三角形以此有理点 

为其一顶点.但每一实数之附近有无限多个有理点.故得所云.若与幕岡相交之无 
限多个 H 角形中有一为基域，则此二次型称为既约二次型.显然任一二次不定铟必 
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与一既约二次型相似 • 此可由定理 6. 3 直接推出 . 

一既约二次型之基圆必包有 ^ 或 1 + 屮即 , (― + ) 二点中至少必 

有一点在圆内.亦即 

a(a 士 y+f)<0 ， (1) 

以 ^= (6 2 —d)/4a 代人，则得 

4a 2 士 2o6+6 2 <d 
或 

3a* + (a 士 &)* < </• (2) 

沿基域 D 。 之弧向左右出发•将基圆所经过之三角形列之为 
…， D 2 »D>i t D 0 »D| ,D t ，•••• 

命是一模变换变 ！ ) 《 > 为 D. ， 则由 F 经 Af. 所得之二次型与 F 相似.如是得一 
二次不定戢链 

••• »F-* ,F_i ♦F.F, ,F Z »••*. (3) 

因为一实变换•故 F 之二实根经 M 广后 变为厂 之二实根.故 Mr 1 将 F 之基圆 
变为 F, 之基岡 . 但 F 之基圆通过 D, ， 故 F. 之基闽通过 Z ^， 此即说明 （ 3) 为一列既约 
二次型链 . 



m 9 

D , 可能是 D u 之一邻域，但如基圆经过顶点1 +&则 D , 可能是圈9中所描述 
的 STS 域，同理，也可能是 S "° TS _ : 域.如足，该链中相邻之二型必可由变换 
S.S^T.STS.S^TS 1 

之一得之.即若命为链中 之-型 ，则此型之前后二型必为下述五琐之一： 
{ a * 士 2 fl + 6 ，a 士 6十 c }，{ c ，一 士 >+c，6 土 2 c ， c }. 

今进一步，讨论整系数之二次 型：由 （2) 可知既约二次型之个数仅能有有限个. 
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因此在链中仅有有限个不同的型. 

定理1 以叫，的二根为定点之双曲变换为 

士 (f 一 bu ) - cu 

* 

au -|-( / -\-bu) 

此处 

t 1 一 du 2 =4. 

且无其他模变换有此性质. 

证: 此双曲变换之定点为 

2 , (t-\-bu t — bu\ , 
aux 1 ^ — 2 - 2 — = 


(4) 


之根，其后一部分易证. 

定理 2 双曲变换 （4) 使不变，且无其他. 

证 :易证 二次甩 

<2 ^ bu)x~ cuy j + — bu)x~ cuy J ^aux + 

-\-c^aux + + AM)jy) 


中: r 2 ,x>,y 之系数各为 a，6，c. 

定理 3 在链 (3) 中发生周而复始的现象. 

证：巳知 （3) 中仅有有限个不相同者.命 m 为最小正整数使 = F 者.命 Af 为 
模变换变者.则 JVr 1 使基圆不变，故 AT 1 变 Dy 为仏.故得^ 

例. <i = 37 X 4. 

由（1，0，一37)幵始之链为 

(1，0, _37>，（1,2, 一 36)，（1，4, _33)，（1,6, _28),(1，8, — 21)， 

(1,10, 一 12),(1,12, -1)，（一 1, -12,1)，（一 1， -10,12), — , 

(_1,12,1)，（1，一12，一1)，（1，一10，一12)广.，（1,一2，一36). 

由（3,2, 一 12) 开始之链为 

(3,2，一 12)，（3,8, 一 7)*(4* — 6, 一 7)，（4,2, 一 9)， 
(4，10，一3>,(—3，一 10,4>，（一3，一4，11),(一3,2,12)， 

(一 3,8,7>,( — 4, — 6,7〉，（一4,2,9),(一4,10,3)， 

(3, 一 10, 一 4) • (3» — 4, 一 11). 
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§ 11. 二次不定型的极小值 

现间到实系数之二次型 ：相似 用广义的定义，即 W =一1 之变换也列人. 
比前所述之结果还可以更具体些. 

定理1 一二次不定型必相似于一型，其基圆直径之一端一 1 <o/,<0, 而另 

U 2 >i. 

证： 由上节，任一二次不定型必与一既约二次嘲相似.作此既约二次型之基圆. 
若其与由/?到 i 之弧相交.则有三种情况： 

1) -l<a/,<0 ， <o\> li 

2) o/i <C 一 1 » 0 < co^j <C 11 

3) — 1 < 0 则 to \ <C~ 2. 



对 1) 不须加证. 

对 2) 用变换〆 = z+l 即得所求. 

对 3) 命 

Z =— — 1 » 
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则 

— 1 <!0/^<10，而0；'=—0/】一1〉1， 

即得所求. 

若其与由纟到1+^之弧相交•则由变换/ =— z 而归结为上述情形.若不与由 
pai + p 之弧相交，则必有一模变换 〆 = * + m 使其归结为上述二情形之一.故定 
理已明. 

今设 

Fo = a 0 jcl -f 4 - y 0 yl ， 

其二根为 uT ，以、 且适合 


如{°)> 1 ， - 1 < «4 0) < o . 


将 c«>r 及 _-fer 依连分数展开之， 

tt >2 


一 0 > =4+忑 + $ + . 


^ = d ° + d ^ + d 7,+- 


变换 
变&为 
其二根为 


^0 = d x Xi + A ，^0 = X | 
f \ = a \ x \ +/3, x ,>», + 7| * 


a / i ” = d z -\- 


d s 4 - • 




般萏之，在 FV, 上用 


则得 

其二根为 


1 卜 1 = d t xi . y t -\ = x ,, 
Ft — a.J-J +fijr,y, + 7,yf. 




'^ 7 = ^" h ^T + ^4-- 


二根之差等于 

Vd 


o/’ - W = 卜 + 士 + •”)+( 士 + 士 + …) 


命 UF ) 为对所有之整数(1。，：^) 

丨 ffoxl -r^oJCoyo -\~Yoyl I 


之极小值. 敁然有 



• 350 • 


数论导引 


UF ^ la . h 


Vd 


命 


min ( K ' + ^+...) + ( J -+ i + ...))= u . 

L(F) 


有无穷个解. 

若诸 < 皆为1，则得 


1 ' H T + T + ... = i (1+ ^ )> + + + + ••• = j(A-i), 


即得 


故 


U — 75 . 


1 似， +— yl< f 


有无穷个解. 

但若 0*1 = 了（1 + 1) ，则得 

F = u t _ xy _ y ” J ^ 

对所有的整数 ■ra 

I FCx^y) I ^ *s[^* 

又若有一忒 >3,则 

*^i>i »•••] + [0,^ | ，…]^ 3 >* >/5, 

因此 

L ( F )<^. 

又若有•-山= 2,则 （1 <2) 

[2yd^\ td H-2 * 


[0 ‘,，…] + + j = 


及 
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ld^d i+l ,•••] + [0,^, ,―] > 2 4- y > ^5 . 

切实言之，我 们有： 

定理2 吾人常有 

L(F) <# 

若 

L(F) =V?- 

则 F 相似于 

: c* 士 巧 一 y). 


第十四章整数矩阵及其应用 


§ 1. 弓 I 言 


今将先讨论二行二列的方阵.以概括地介绍全章之内容.其中有-部分已见之 
于第十三章，但为了完粮及易于了解起见，稍有重复. 

今往讨论二行二列之方阵 


M 


(1) 


此处 d 是整数.组成方阵之数称为方阵之元素.元素皆为零之方阵谓之零方 
阵，以0表之. 

ad — be 

称为 M 之行列式.若此值等于士 1，则 M 谓之棋方阵 r 若此值等于1,则 M 谓之正校 
方阵.行列式不等于零之方阵谓之非奇异方阵，不然谓之奇异方阵. 

二方阵 

:)，叫 

：)• 


之积的定义是 


- = (； 
(: 


( 2 ) 


+ bci ab) + bd j 
^■cai -\- dci cbi -\-dd\ 

并以记号 A /3 表之.显然 AB 之行列式等于 A 之行列式乘 B 之行列式.又二模方阵 
之积仍为一模方阵，二正模方阵之积仍为一正模方阵. 

设 A 是一整数，定义 

*.(: :)=(:=). 


方阵 



称为单位方阵.对任一方阵 M ， 常有 MI = IM = M . 

若 M = J , 则 B 称为/\之逆，以 A - 1 记之.易知模方阵 j 有逆方阵 
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存在，且 


=士 ( : 6 ). ( 当 A 为正模方阵时取正号，否则取负号 .） 

显然 A4 1 = A l A = J. 又从 AB = J 两边取行列式，可知 A 若有逆方阵，则/\为 
模方阵.故方阵 A 有逆方阵之充要条件是 A 为模方阵. 

在正模方阵中有两个极重要之方阵 


极易笄出：对任一整数 m (专 0), 常有 


=(： T ) 


V =-/. (6) 

定理1 任一正模方阵可由 S 及了之乘方乘积表出之 { 换自之 ，正模方阵所成 
之群可由 S 及 T 演出之. 

证:假定 


是一正模方阵.若 a = 0,则 A 尹0.由 


;) 叫:: 


可知在讨论中不妨假定 a 关0.又因 


故也不妨假定 a >0.又可设 

0 ^ 6 < a. 

盖可取整数<?，使0 < 叫+6 < a, 而方阵 

/« * \ /1 aq -4-6\ 

\c ^ / \0 1 / \c cq-¥ d) 

即适合 （8) 式. 

今对 a 行归纳法.若 a = 1,则由 （8) 得出6 = 0,因 [flM = 1.而 

(: ：)=(-, X 7)(： V )—，， 
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故 （7) 乃 S 及了之乘方乘积. 

今设当 0< a < 々时 ，所有适合于 (8) 之方阵 (7) 皆为 S 及： r 之乘方乘积.则对 
正模方阵 


0</< 灸 


(因为 *> 1,故 r 显然大于 0), 由 
ik 


： )( ： VH: ::) 


再用 （9) 之方法，可知此式之右边为 S 及了之乘方乘积.故得定理. 
附 注：正 模方阵也可由二方阵 


(: ;) 及 n 


之乘方乘积表出之.盖由于 


L\ XI ；)(!：) 


故也 • 


定理2 任一模方阵可由二方阵 

0 (:;) 

之乘方乘积表出之，亦即模方阵所成之群可由此二方阵演出之. 
证•.模方阵 M 如非正模方阵，则 

-(：：) 

即为正模方阵.因之由定理1的附注，釕知模方阵可由三方阵 

(:;)，(；；)，(；：） 


之乘方乘积表出之.但 




故得定理. 

定义1 如有一模方阵17使二方阵 M ， N 间有下之 关系: 

M = UN, 

则谓方阵 N 左结合于方阵 M . 以 M iN 表之. 


( 10 ) 


( 11 ) 


左结合关系过然有次之三 性质： < i)M = Af (反身性 ）：（ ii ) 若 M = N ，则 
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N = M (对称性）； （ iii)M = N,N =_ P ，则 M = P (传递性) • 
右结合之定义可仿此得出，故不再赘述. 

定理3 任一方阵必左结合于方阵 


(: d)* d>0i 


若 a >0, 则 0< c < a . 
证:给予一方阵 


必有整数使 


又必有整数《^使 


rb xi = 0 ， (r,5) = 1. 


为一正模方阵，而 




如屮 <0,则以 p / ^乘之，可使 A >0»同法可使 A >0.因之任一方阵必左结 


合于如下形式之方阵 


, ) ， Q 0 y d 0. 


若 a >0,则可取 g 使0<妒 + c ：< a ，即得 

(:;)(: 

故得定理. 

定义2 形如 （12) 之方阵谢之左结合标准形式. 

定理 4 任一非奇异方阵之左结合标准形式是唯一的 • 

证：首先注意非奇异方阵之左结合标准形式0 2中之 a ， d 皆不 为枣. 
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则由 W 0得 t = 0•再由 sa = a , >0, x */ = d , > 0 及=土 1, 可得 y = t ； = 1. 
更由 ua-htr = c l ,0< c < a ,0 < c , < = a ，可知 m = 0. 故得定理. 

习题.读者自己研究奇异方阵之情况. 

定义3 如有二模方阵 I ；及 V 使 

UMV = JV, 

则谓方阵 M 与 N 相似，以 M 〜 N 记之.此相似关系显然也有反身，对称，传递等三 
性质. 

定理5 任一方阵必与一形如 


之方阵相似. 

证：给予一方阵 


fli 0 \ 

,0 a.aj' a，>0 ' “: >0 


(13) 



若 M 之元素全为零，则定 埋显然 ，故不妨假定 a 关0,亦不妨假定 a >0. 今 先证 : M 
必与一形如 


C :》)， I ，一 

之方阵相似.今用归纳法证明此点.当 a = 1时，此乃显然.当 a > 1时，若 a *6, 则 
可取惟数 <7使0<叫+6<«2，而 


i a b \( < t M_ 

faq +6 * \ 

u rf/U or 

\ * * / 


此处为首之元素为小于 a 之正 整数. 又若丨6而《 ic ， 则亦冇整数 〆 使0 < 叫'+ 
f < a ， 而 

r ； ：)(： :)• 

此处为首之元素亦为小于 a 之正整数.最后，若《 I ( b ， c ) ，但 a 命 c = ，则 



( l M/ 1 °\/ fl b 

\_/ fl (1 

-c)b-bd\ 


\0 l)\-c 1/U d 

u 

* )• 

而 a 七 {(1 

- r ')6 + rf>, 此化为 <» 七 & 之悄形.故由归纳法明所欲 SH. 

今 a, 

1 ( 厶 1 ，</】 ） ，命 6i = a\bz ,C| 

=ajC 2 ,</,= 

aid" 由是 


/ 1 0\ / aj ai6g \ / I 

~ b ^\- / a, 

0 


\ 一 fj aidz f ''•O 

1 / \o 

a x (d 2 ~~ b t Cz ) 


显然 可设山 >0,因不然以^"/ D 乘之即得.同样 可设心 = A —故得定 
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理. 

定义4 形如 （13) 之方阵称为相似标准形式. 

总述以上之结果：由定理2巳知任一模方阵可由二方阵 



之乘方乘积表出之.由 

(: ：)(： ：)=(：：) 

及 

(::)(; :)=(::)， 

可知 f U 及其逆之作用是将一方阵之两行或两列互换.又由 


及 


1 土 6 \ /a 士 c 6 土 

0 1 /Vf I c d ) 

(::)(: 1>(:=:)， 


可知匕 D 或其逆 G 之作用是于第-行加上或减太•第二行（即对应的元家 

分别相加减，以后同此），或于第二列加上或减去第一列.如此数种手续称为初等变 
换.故定理5亦可改述为:经初等变换后•可将一方阵变为相似标准形式. 

由于方阵中诸元素之最大公约数经初等变换后不变，因之由定理5, 

(a^btCtd) = < 2 ]. 

又 

a b 

—ud — be =+ afa*. 

c a 

因而可得 

定理 6 任一方阵之相似标准形式是唯一的. 


§ 2.矩阵之积 


命 au * ai 2 ，•••，〜皆表整数， 


au—aj. 

a 2 r at a 2m 


称为一 m 行”列的矩阵，或称为 mXn 矩阵，而以记之•若 m = > i , 则迳以 A 00 
记之,并称为 n 级的方阵.又以 B 表一 n X /矩阵. 

卜…〜 

卜 21 …心 

B = 


6“ …~ 

矩阵 A 乘 B 的乘积定义为 
f" •••c u 

AD = C = 2, U » c n = y^,a^b a (r — 1， …， = 1，.“，Z). <1) 

. »-i 

由定义易见只有当 A 的列数 1 B 的行数相等时， AB 才有意义.又易见当 
和 BA 都有意义时， AB 并不一定等于 BA. 若 AB = BA ，则称 A，B 是可交换的.但 
常有 (AB)D = ACBD). 

如 A，B 为方阵，则 AB 之行列式等于 A 之行列式乘以 B 之行列式. 

如一方阵之行列式不为零•则此方阵称为非奇异方阵，不然谓之奇异方阵. 
行列式为士 1之方阵称为模方阵，而行列式为1者称为正模方阵.易证二槙方 
阵之积仍为一模方阵，二 正模 方阵之积仍为一正模方阵. 

方阵 

卜 0 ••• 0 
| 0 A : ••• 0 

A = 


'0 0 ― A, 

除对角线上之元素外，其余之元素皆为零，称为对角线方阵，并简记之为 A = [ A ,， 
， … . A ,]. 特如 Ai = A * = …这 夂 =1 ，即 

0 … 0 
0 1…0 

A = / = 

\o 0…1 




称为单位方阵.显然对任一方阵 A 常有 A/ = M - A. 
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若方阵 A ， B 间有下之关系 

AB = I, 

则称 B 为 A 之逆方阵，并以 S = A - 1 记之. 

于方阵4(=八^)中除去第 i 行第 ） 列诸元素，但不变动其他元素之位置，所得 
(”一 1) 级方阵之行列式称为\之余子式;余子式前冠以符号(一 1>七后，称为代数 
余子式，以 A v 记之.命 


/All 

a 2 , • 

•• A.,\ 

A。 = 卜 

A 22 • 

- A m2 


A Za • 

•• aJ 


A P 即为于 A 中以之代数余子式 代〜 后所得之方阵，称为 A 之伴随方阵，易 
证 

AAq — AqA = <2/ « 

此处《表 A 之行列式.故若 A 为模方阵，则 A 有逆方阵存在，且 A 1 士 A。. 反之， 
若 A 有逆方阵，则 A 为模方阵. 

若 AB = /，则由 B= (士 A C A)B =±A fi (AB) 与士 A。 ，可知逆方阵玷唯一的 • 
且 A/T 1 = A ] A = 7•且若 A，iJ 皆冇逆方阵，则 (ABV 1 = B^A^\ 

1行 n 列的矩阵 U,， …， a ) (其中之元索& ，… ，: r, 有时不限定为整数）称为矢 
S, 并以: r =(々，•••, a ) 记之.所当注 意者： 此处矢&之记号请勿与最大公约数之 
记号(X,， …, ar,)=d 相混濟.以后凡单独写 U,," •，: t,) 时即表矢 S， 而 (or, a ) 
表示最大公约，并常以 x,：y 等字母表示含有 n 个元家的矢摄. 

方程 

y =* xB(B B tm ' n ) (2) 

即代表线性方程组 

y < = 1 < i < /. 

i-i 

若 n = r 而 B 非奇异的，则 （2) 称为变换.对应于整数 a ,•••，■!：„有整数: y, ，…，: y， ，但 
反之则不一定.但若 B 为換方阵•则当 ：y, ,•••，％为锒数时， x, ，…， a 亦为整数，此 
时称变换 （2) 为模变換. 

例1.设 r 尹1.命 jy, =— x r * y r = Xj = XjC* 尹1，丨‘尹 r). 此为-模变换，其 
所对应之模方阵即为将/之第1行乘一1后与第 r 行互换后所得之方阵（或第 r 列 
乘一 1后与第】列互换后所得之方阵），以 E, 记之. 
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0 0 … 1 

0 1 … 0 


一 1 0 … 0 


0 0 … 0 

例2.设 r 关1.命: V, = JC.U ^ r ), y r = x r +: r , . 此亦为一模变换，其所对应之 
模方阵为 

1 0 … 1 … 

0 1 … 0 … 0 

Vr = , (4) 

'0 0 ― 0 •- 1 

即为将 J 之第 r 行加到第1行去后所得之 i 阵(或第1列加到第 r 列去后所得之方 
阵). 

易证 W 可表为 V 2 及£:,之乘积.实际上，若2,则 

V r = E 2 E r E i V z E I E r E 2 . (5) 

今证明如 下：命 

fi 
ti 

tn 

则冇 
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但 

h 

tn 

故得 (5) 式. 

例 3 •若 I ^ j， 命乂 = : Ti， 而: y, = x ,+ x r ( r ^ s). 此亦为一模变换，其所对应 
之模方阵即为将 J 之第 s 行加到第 r 行去后所得之方阵（或第 r 列加到第 5 列去后所 
得之方阵〉，以 V„ 记之： 

|1 0 ••• 0 ••• 0 ••• 0\ 


1 … 0 


0 … 1 … 0 


jo 0 … 0 ••• 0 …1 

r s 

当5 > 1 时, V„ = E/V,E r ，而 V rl = .故 V„ 亦可由 V* 及 之乘 

方乘积表出之. 

V„(l<r<n，l<s< n ，r^s) 及其所有的乘方乘积成一群，吾人以2^记之. 

由定理1.1的附注，知由 G U 及 v l: = ^ D 所演出的群职 2 ,即为所有 

二行二列的正模方阵所成之群.今往证明对 n 行《列正棋方阵亦有此定理，即 
定理1沥.即为所有《行《列正模方阵所成之群. 

M 然中之任一方阵为正校方阵，故只需证明任一正模方阵在中，亦即 
证明任一正模方阵皆可表为诸之乘方乘积即可.为此先证下之诸定理. 

定理2 若(力•…, a ) = A 则有 U€ 浙,，使 

(x, »••• t T H )U — (<i ， 0, … ， 0>. 

证：当 n = 2时，若 ( a ，x 2 ) =* d ， 则有二整数使 
rxi + sx 2 — d * ( r 9 s ) — 1. 

取 w =— ~ J* V = 专，则 

VXz 4* UX\ = Of 



0 0 ••• 

V „ =. 

0 0 … 



XT _ M5 
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由是得 


( X 】，工 I ) 


C :卜 -«• 


P = (^ 乃一正模方阵，且由定理 1.1 的附注知 Pe 趼 2 .故当” = 2时定理 


真实. 


今用归纳法.命 ( Xh , x .) ，则有一 P €钡 2 ，使 

(JVi t 3 c a )P = id } ,0). 


命 


y <») 


0 


0 0 
0 0 


0 0 
\0 0 


/严 : ， 0 \ 

I 0 Pl f 


易知V 00 6趼,，而 

(Xj t 9m, tX n )V <m> — (xi t dy ,0). 

由归纳法之假定，知有€诹^,使 

(•Tj ， … ， : r«_i，</i )V (ir_l> = (</ ， 0,… ， 0). 

于是命 


Vj - 1 


/V ( - n 0\ 

V 0 1)’ 


( wW -): ( c /，0 •…， 0). 
命 u = V ( ' > V {- ) ，易知 LT e 2» n . 故得定理. 


定理3 若 ( a ,,， 〜，…， a ,.) =么则有 2 W , 中之一方阵以(¥,$，•••,$)为 
其第一行. 

证： 由定理2已知有2^中之一方阵17,使 

(an ， a l2 ， … ， a u )LT = (d ， 0, … ， 0 )， 

而 I / 4 即合所求. 

定理1的证明 用归纳法.当《 = 2时，由定理 1. 1的附注知本定理真实. 

今设 


A 


an 

an • 


a 2 , 

ati * 

* a 2n 


* 

• a - 1 
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为任”正模方阵.易知0^ ， a 12 ，…, au ) = 1. A 乘以定理3证明中之[；，即得 


方阵 



1 

0 


• 0 

AU = 

a*i 

» 

a zt 


- a\n 





m a- 


1 1 

0 

0 

… 0 


1 一 a’ 21 

1 

0 

… o 

V = 

— asi 

0 

1 

… 0 


u 

0 

0 

… l/ 


在职-中，而 


VAU : 


|1 0 0 
0 a 22 Ot3 


'0 a ai a M 


0 

/ 

a 2 , 


(7) 


由归纳法之假定， 


1 / • 
diz a 23 • 



/I 

0 

0 • 

•- °1 



在职 h 中，因而 

0 

an 

a ' Z3 • 

• a Zn 







a m2 a I , • 

•心 


0 

t 

a -2 

/ 

a n i • 

. 

a , 

■ a m > 


在 


朋.中.故由 （7) 式即得定理. 


3. 模方阵之演出元素 


在§ 1中我们已经证明：任一二行二列的正模方阵可由二方阵 v 2 , = (J j ), 

v „ = U 之乘方乘积表出.今往讨论一般之情况，即问任一 ”行《列的正模方 

阵可由哪儿个方阵的乘方乘积表出？也就是问钡-可由哪几个方阵演出？ 

由定义，知沥，中之任一方阵是诸的乘方乘积，又由上节知 v rt 可由”个方 


阵 










之乘方乘积表出，故沥，可由 n 个方阵匕，演出之. 
命 

0 0 — 0 (—1 广 

10 — 0 0 


0 0 — 1 0 
则易证&•&，•••，£：«都可由17,及&的乘方乘积表出.实际上，我们有 
E r - ( EzC /^^ EaCEaU ,)^ 1 , 若 n 为偶数， 

E r = 若”为奇数 •” 为偶数， （1) 

Er = ( Er i l U l )^ EV ( Ei l U l )^\ 若”为奇数 .r 为奇数. 

此诸式之证明可仿 (2. 5> 式之证明行之. 

故况可由三方阵 t /,, V 2 , E z 演出之.如命 




易见 


Et = U^ X V Z U' \ 

故 3» b 亦可由三方阵 



演出之. 


(2) 
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在 ” = 2的 W 况，3?? ; 可由二方阵: 1 )及 = G I )演出之.于是 

就产生一问题，即2»„(« > 3) 是否也 pJ 由 U } , U t 二方阵演出，亦即 [；• 是否可由 
U ^ Uz 的乘方乘积表出.今先考察《 = 3及4之情况. 

1)« = 3.此时 

jo 0 \\ n 1 o\ "00 

1/ 丨 =1 0 0 ， c / 2 = jo 1 o w =110 
\0 1 O' \0 0 l/ \o 0 1 

为了方便起见位置”即表示第 i 行第 j 列处之位置.从 



/I 

0 °\ 

n 

0 0\ 

s = = 

0 

1 1 ,7 = (7117,0/r 1 ) 1 = UVU z U l - 

0 

10 


\o 

0 1/ 

il 

0 ll 


LTjC/^C/r 1 )* = u 2 


II 1 
0 1 
\o 0 




可知在 lt 2 前面乘以，后面乘以 R 1 ， 并连续施行此种手 
续，可使 lt 2 之对角线元素保持不变，而非对角线上之1沿着 
(1,2),(2,3), (3,1) 三个位置移动. N 样地 （3,2), (1,3)， 
(2,1) 三位置上的元素也在一条轨道上移动，如右图所示. 

所以要在 (2,1) 位 S 产生1，须先在 （1,3) 或 （3,2) 位罝 
处产生1.在了的前面乘以 L 7 F 1 ，后面乘以1/ 2 ,可使(3,2)位 
置产生1.即 

I 1 ° °\ 

Ul l TU 2 = 0 1 0 . 



、 " 山 (l.2K s (I.3) > 
(2.1) M (2.3) 
、 (3.”\(3«2> (3.3)> 



利用前面乘 L ^ 1 ， 后面乘 t /, 之手续，可使 L ^ TU S 在(3,2)位置之1移至 （2,1) 位 
置，即 

/I 0 0\ 

W = UVU^TUzU, = 111. 

i 0 o \l 

于是只要能消去 （2,3) 位界之1即得 LT ，而此可由前面乘以来实现 ， BP 

/I 0 0\ 




0 = U *. 


\o 0 
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故在 ” = 3之情况，有 

tr = u i uvu l uvuj i u i u,u 2 u l . ⑶ 

2 )n = 4. 此时 



1° 

0 

0 

一 1 


n 

1 

0 

0 


I 1 

0 

0 

0 

U x = 

: 

0 

0 

0 

，[/ 2 = 

0 

1 

0 

0 


1 

1 

0 

0 



1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 


'0 

0 

1 

0 


0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

ll 


与„ = 3 时一样，我们先从 


r- i/r'i/ji/, 


1 0 0 0 \ 

0 10 0 

0 0 10 

-10 0 1 * 


出发.在 r 的前面乘以 w ,后面乘以1/*,可在（4,2)位置产生一】，即 

/ 1 0 0 0 \ 

0 1 0 01 


Ur 1 


0 


1 -1 0 1 / 


又经过前面乘•面乘 LT , 之手续•可将 (4,2) 位置之 _1 移至(3，1>位置，即 

0 0 0 | 

In in 

U 7 1 (U ； l TU 2 )U l 


0 10 0 
-10 11 
0 0 0 1 / 

再施行前面乘 L / p ， 后面乘之手续，可使 (3,2) 位 S 产生一 1,即 

0 0 0 \ 


(4) 


U 7 I (UT i U i l TU t U l )U t 


0 

-1 


0 0 


0 0 0 1 / 

于是再施行前面乘 K 1 ， 后面乘 I /!之手续，可使 （3,2) 位置之 一 1移至 （2,1) 位罝， 
即 


w = i/r l cuvuvuv TUzU^Ur 


1 o o o \ 


0 0 10 

0 0 0 1 , 

至此•对角线以下之形式已经和 LT - 1 对角线以下之形式一致，问题在于消去对角 
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线以上之 1 . 

由 （ 4 ) 式可得 




于是立得 



故在 n = 4 之情况，有 

c/r 1 uv uv u; 1 uvuy u 2 u, u, ur J uj l u； 1 up Ui l 

• 17,17,17* 17,17*1；,. (5) 

若命 [/ = [；:[；,, 则由 （ 3> 及 (5) 得 

U m ^VVU~^,V x V x U-^U l (n = 3), 

LT - 1 = UT' 07 'yU^lP (n = 4). (6) 

一般地可以证明 

= uruu -^^ uiu ^ uicu ^^ ur ' u ^. (7) 

此式之证明读者可仿 (2.5) 式之证明方法行之.故得 
定理〗正模方阵所成之群诹，可由二方阵 



演出之.换言之，任一正模方阵可以表为 L 7 , 及 K 之乘方乘积. 
任一棋方阵若非正模方阵•则以 

一 1 0 ••• 0 
0 1 … 0 


0 0 … 1 

乘之即成正模方阵.故得 



定理 2 模方阵全体所成之群可由 l/uCA 及 LT, 三方阵演出之；换言之，任一 
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模方阵可由 L/,,1^ 及（； 3 之乘方乘积表出之. 

§ 4.左结合 


定义1 若有一模方阵 L7 使二方阵 A 与 B 之间有下之关系： 

A = 

则谓方阵 B 左结合于方阵 A ，并以 A ifi 记之. 

此左结合关系显然也有反身，对称，传递三性质. 

定理1 任一方阵必左结合 于一如 下形式的方阵 

b n 0 0 . 0 0 

厶21 622 0 “•••• 0 Q 

. , ( 1 ) 

6,-1,s … 0 

b m2 6,3 . b mtH -i b m I 


其中 \ > 0. 且若 L > 0, 则 0 < 6, < b w ( i > p ). 

证：已知当 n = 2 时定理真实（定理 1.3) .今用归纳法. 
命 




a l2 • 

“ ai„ 


a*i 

a« * 

" a u 


i a ;r 

a«* • 

•* a m ' 


为任一方昨.若 A 之最后一列中至少有一元素不为0,则命 (a,.,%, …，〜 >*= 九， 
有整数使 


6,a u + 6 2 a2- + …+乂<2_ = b m , (6| * b 2 •…，么 ） = 1. 

由定理 2. 3 知有一模方阵 V 以(6, ， b” …， bd 为其第一行.将V之第一行与第 n 行 
互换后仍得一模方阵17,而以 （6, 、 ln ，…， bj 为 其第； 1行.因得 


A =UA 


l^u <* i * 
/ / 
<*2i a iz 


a\n\ 

I 

Cl 2. 


易见 a'u, …， a: i., 皆为〜，〜胃，… 


'all a a2 … b m ' 

的线性组合，因而皆能被 k 除尽.于进得 
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1 0 •• 

•• 0 

-«±1 

b - 

«n 

a\t 

t 

A = 

0 1 - 

，• 0 

b m 

/ 

a 2 i 

/ 

a 22 






/ 

a nt 





'“’•i 


0 0- 

.• o 

1 




/ 

a In 


bj 


a\\ 

… 

0 

<»21 

H 

… 

0 


… al-l.m-l 

0 

a ：, 

…心 -1 

b m 


( 2 ) 

当 A 之最后一列元素全为0时，亦有上式，不过此时匕= 0. 于是由归纳法之假设 


可知 


bn 

0 

… 0 

0 

b 2 i 

f>22 

… 0 

0 

h,i 


… b^-x^x 

0 

6 ：, 



b m 


其中 6 W >0,6„ = 0(i< V )，且若 >0, 则 <6 W (1 < v<i<” 一 l). 
若 ^^则有整数*^,存在，使 

0 ^ 9»-1 办+ 办》.『■ < 


故 


bu 

0 

… o 

0 

b zl 

6« 

… o . 

0 


^w-l.7 


0 


b： Z 

… b”,, ■- i 

b m 


其中 9^6^.,+ 义 （1 < 


i<n-l),0< Cd •小 


续行此法即得定理. 

定义2 形如 （1) 的方阵称为左结合标准形式. 
习题.证明非奇异方阵之左结合标准形式是唯一的. 


§5. 不变因子.初等因子 


定义1 对二矩阵 A ( = ), B ( - B ^' } ) 若有二模方阵 LT ( = U ^^ Vi . 

V ⑷）使 

A = L / BV , 

则 A 与 B 谓之相似，以 A 〜 B 记之. 












显然相似关系也有反身，对称及传递三性质. 
定理1 任一矩阵 A (= W 10 〉 必与一形如 


Id, 0 0 

0 d x d z 0 

0 0 dydldz 


(m ^ rt) 


d x d t ^ d m 0 


0 did 2 



didt•••<!,, im ^ n) 


之矩阵相似，其中 4>0. 

证：设 

A — (an ， a 12 ， … >a tA ) 

为一 1 行 A 列的矩阵，其中 A 为任意的正整数 U >1)， 则由定理 2. 2, 知有一正模方 
阵 LT 使 


故定理成立.又由于 


AU = (d 


a >* 0 


此处 C / 表示把1/之行列互换后所得之方阵，可知定理对 A 行1列的矩阵也真实. 

今于行数上行归纳法.给予一矩阵九若 A == 0,则定理显然.若 A 关0,则不妨 
设^:关0,且亦不妨设>0.今先证 A 必与一如下形式之矩阵 相似： 


*a\i I 0^(1^ t ^ m , 1 O < ”)• 
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当 an = 1时，此乃显然.当如> 1时，若七〜。，则经过行的互换和列的互换可 
以把 mMa nf a nt a 2 t 三元素之 位置. 于是用定理 1. 5的证明方法，可使为首之 
元素变为小于 flu 之正整数，故由归纳法即得所云. 

由 


1 0 … 0 


1 ... 

flu a ii 

一 1 … 0 

a’" a\ t … au 

a n 

a 21 a zt … a u 

0 1 … 0 

一 0 …1 
a >» 

'a«i a ml … a’J 

0 0 … 1 



于是由归纳法之假设，可知 


或 


in 0 0 0 0 

0 dt 0 ••• 0 0 


0 0 0 d\ 0 



a'li 

0 

… 0 


0 

d\ 

… o 

A 〜 

0 

0 

… d\ 



0 

… 0 

\ 0 

0 

… 0 


… O' 

… 0 

(m ^ n) 

… O 1 


(wi ^ n). 


(3) 


(4) 


(5) 


由于 〆 „ I , 而义是 A , 中某些元素的线性组合，所以 I A . 如命 ‘ = 4= 
d ^ d \- d A ，….则由 （4) 及 (5) 即得定理. 

定义2 形如 （1) 或 （2) 的矩阵称为相似标准形式. 

在定理1的证明过程中，所行的手续只是行的互换或列的互换！ 一行乘一整数 
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加到另一行，或一列乘一整数加到另一列去； 以一 I 乘一行或 一列. 如此数种手续称 
为初等变换.故定理1可以改述为：经初等变换可将一矩阵化为相似标准形式 . 

一矩阵的两行（或列）互换后，或以 一1 乘以一行(或列）后，所得矩阵之任 一 i 
行列子行列式，或与原矩阵之一 i 行 i 列子行列式相同，或仅相差一符号：又若以 
一矩阵的一行(或列）乘一整数加到另一行(或 列〉 去，则所得矩阵之任一 :•行，列子 
行列式，或为原矩阵之一/行*列子行列式•或为一 *•行 i 列子行列式加另一:•行 *• 列 
子行列式的整数倍 • 故经初等变换后，一矩阵之所 有:行 *• 列子行列式的最大公因 
数不变.故得 

定理2 若 A 〜 J 3, 则 A 内所有 i 行 i 列子行列式的敢大公因数与 B 内所有 i 
行列子行列式的最大公因数相等. 

同时由 （1) 及 （2), 知 


hi — di • didi '••dx 

即为 A 中诸 z 行丨列子行列式的最大公因数.故得 
定理3 任一矩阵的相似标准形式是唯一的. 

定义 3 在矩阵 /V 的相似标准形式 （ 1) 或 (2) 中，对角线上不为零的元素 
d\ ，义义，…， … (k ^ min(m ， n )〉 》 

分別称为 A 的1次，2次，…, / fe 次不变因子 j 称为矩阵 A 的秩，不变因子的标准分 
解式 

4…乂 = PV 1 > 0,1 < * < *,/*_, < /,) 

中，所有的索数幂都称为 A 的初等因子. 

易知初等因子的指数间有下之 关系： 

«*./ ^ > «*-*.> > … (1 O < /). 

由定义易知：二矩阵如有相同的不变因子，则有相同的秩和相同的初等 因子； 
反之，如冇相同的秩和初等因子，则有相同的不变因子. 故得： 

定理 4 二 mXr » 矩阵 A 和 B 相似的充要条件是 A 与 B 有相同的秩和相同的 
初等因子. 


§6.应 用 

研究整系数线性方程组 

yi ― y^x,an (l^i^ m t n ^ m) (1) 

之整数解，其中: y , 是已给的整数，即研究 



笫十 W 章 整数矩阵及其应用 



flu • 

** Qlm 

<J 2 ] 

an • 

aim 


dm 1 

"a 啊 


y xA,y — (yi — ( x , ,••• , x.),A = ' <2) 

'«»] < z a2 … a ^,' 

之整数解. 

由上节知有二模方阵及 v (= v ( _ o , 使 
d\ 0 0 

0 d\di •” 0 

UAV = 0 0 … d ' … d ” = D . (3) 

0 0 0 

0 0 0 

于是命 

= y m =( y "-.， y _)， xU~ { = x' = ix\ »••• txl) ♦ 

则由 （2> 即得 

y* = x ' D . (4) 

由⑷， 

y \^ dx **' dix \ i \ ^ i ^ m ). (5) 

Cl ) 式有解的充要条件是 (5) 式有解.如 4 … A = 0•则 （5) 式有解之充要 

条件是 

« I ):(1 <*•< 是 ) ， yit>r\ = ••• = y m = 0. (6) 

由（3> 可知 

/V 0 \ / A \_ / D \ … 


:)(>=(; 


今若 （6) 式成立，则由 （7), 


反之，若 (8) 式成立，则得 


内〜 


u 

\0 ) 


(；)-(：)• 


由定理5.2,即得 

d % \ y\ * d x d 2 I y\ , … ， dr^d k 1 y \, = 

此即 （6> 式.故 （1) 式有解之充要条件是 (8) 式成立.即: 


>* *= 0» 


定理方程组 （1) 有解的必要且充分条件是二矩阵 A 及有相 N 的不变 W 
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子. 

若 (5) 式成立，则可得 

^ = 纪 ’ x ， t= dX' x ， i= d^d t - (9) 

即/，义，…，: r' ▲都唯一地决定，而:，…，: r' •可以是任意的幣数.因此如命 …， 
t ^ k 表《—是个整数变数，则有 

k a-k 

7-1 /-I 

m-k 

=工严 + 2>〜“ （i<*•<”>， do) 

卜| 

此处 JT^， …,: Ci 。〉 即为当 = … == 0 时 （1) 式的一组解. 

§7. 因子分解.标准素方阵 

定义1 对二方阵 A,B， 如有一方阵 C 使 A =CB, 则称 B 为 A 的右因子，或 B 
右除尽并迳以 S i A 记之. 

显然有 (i〉A | Ai(H) 若 A | B 9 B I C 则 A I C. 

左因子与左除尽的定义,可间样得出. 

定义2设 A 非奇异方阵，且亦非模方阵.若对 A 的任何分解式 A =BC, 常得 
出 B 或 C 是模方阵•则称/V为不可分解方阵或素方阵.不然，称 A 为复合方阵. 

设 A 是非奇异方阵，则由定理 5. 1可知有二模方阵[/及V使 

A = 4…土] V. (1) 

极易把 [4 ，义心，…, A … A] 分解为岽方阵，且可更确切些说，其因子之形式 

为尸=[1，…，…，1]，此处/»为素数，且因子之个数等于4 - d t d 2 . 

d x d t - d n 之素因子败.故有 

A = f * = [1，…，1，/>，1，“，1]. (2) 

其中任二 P 是可以交换的.由此 立得： 

定理1 一方阵为-•素方阵之充分且必要条件是其行列式为素数. 

定理2 任一复合方阵可以分解为有限多个素方阵之积， a 其因子数等于其 
行列式之素因子数. 

此种分解法是否唯一，其回答是否定的.因为于任二因子间可以插入 
WW ' CW 是模方阵）， RW 及 W l P^ 一般与及尸, +1 不相同.但若对因+之形式 
加以适当的限制，仍町得类似的定理. 

定义3 若一索方阵可以表成为 LT l [l， …，之形式，则此素方阵称为标 
准索方阵，此处 L7 是模方阵. 
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显然任一素方阵必左结合于一标准素方阵. 

今将 （2) 式改写为如下之 形式： 

A = LTV( V 1 P, V) (V 1 P t V) (V 1 P, V), (3) 

其中任二也是可以交换的，且皆为标准素方阵，故 得： 

定理 3 任一复合方阵必左结合于有限多个可交换的标准索方阵之积. 

定义 4 A 之标准分解式乃指下式 而言： 

A = W (V- 1 P, V) (V 1 P 2 V)(V^ 1 P,V), (4) 

此处 W 和 V 是模方阵，之形状与 （2) 式中 相同. 显然，若不计次序， A , 
…， P , 由 A 唯一决定. 

在证明类似于唯一性的定理之前，先窬引进以下之定义， 

定义 5 对一非奇异方阵 A, 适合于 

AUA。 = 0 (mod | A | ) 

之模方阵 L ； 称为 A 之伴随棋方阵，此处 A 。 表 A 之伴随万阵 ， 丨 A 丨表 A 的行列式 
的绝对值. 

既然 AVA q 之元索皆为丨 A | 之倍数，则得是一整数元素的方阵. 

取行列式可见此乃一模方阵. 

定理 4 A 之伴随模方阵成一群. 

证:若是 A 之伴随模方阵，由于 

ACMoAVA 。 = 士 | A | • At/VA 。 三 0 (mod | A |*)» 

故 LTV 为伴随模方阵.又由 

I A I AIA 0 « 士 ACM 。 ALT 1 A 。= 0 (mod j A |*)， 

得 

j ^ -jAUAo • AU~ l Ao = 0 (mod | A | )« 

而 i 4 t al/a 。 为 模方阵，故也是伴随模方阵.由此可得定理. 

定义6 A 之伴随模方阵所成之群称为 A 之伴随模群. 

定理 5 设 

a = w, (vr l p t v,) (vt 1 p 2 v x )-cvt 1 p,v x > ( 5 ) 

为 A 之另一标准分解式，则有一 A 之伴随模方阵 LT 存在，使 V, = VU,W t = 
此处之 W 和 V 为 （ 4) 式中之模方阵. 

证.由 （4) 与 (5) 可知 

a = w.vt'PiPj-p.Vi, 
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故得 


AV l V x = WV l V t W ： l A. 

由上式易见 C/ = 为 .4 之伴随模方阵，且知 

= WUW ^. 

故得定理.此定理说明 A 之两标准分解式之间的关系. 

关于可交换的标准素方阵，有以下之二定理： 

定理6 设 P = [1, … ，1,/»],Q = LM[1, … ，1, 9 ]LT 是可交换的二标准素方 
阵，则 Q 必取如下之形式： 


C ). 


其中 r = g 或1.且若 r =。则 Q: = I:若 r 1 •则 Q 为标准素方阵. 
证：命 




r ：\ 

I : I *y = (61 ，D 


由 PQ = QF， 得 


^\ = 

: f Q, 

^ p \ 

^py prf 

\y 

rp / 


(7) 


由此立得: 


: *y = ( 0 ,… ， 0 ). 

i 0 


又命 

u ^( u ' 

'^1 U / 

则从 LTQ = 可得 

(⑽ " ir )=( U ' X '). (8) 
VyiQi wr / ^qy\ quf 

若 m 尹 0 ,则得 r — q . 此时由: r,r = : ci ，得 1 丨 j ，因得 m =± 1 * L / t 是模方 

阵•故由 U . Q , = 1 /,，即得兑-= 7 . 

(°\ 

若《 = 0 ,则 A 关；•故得 r = 1 .从 17 ,(^ = 1 /,，因 Q 不能等 于厂故 K 是 
0 / 
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奇异方阵•由定理 5.1 知存在二模方 阵1 及使= [ A ,, …， Ah ,0], A , 
>0.故若命 

- r 0 ' M ;), 

则有 

At 0…0 0 

0 义2…0 0 

x = vw=(:d 卜 0 . .0: •. 二 0 

0 0…0 0 

d\ d r — 

由于 I I = I X I = 1，故得 h = … ==z — l，cvi =士1，<^-1 =士 1， 

此处 j X 丨表示 X 之行列式之绝对值. 

又命 

1 0…0 平 c , 

0 1 …0 Cz 

0 0…1 

0 0…0 1 

0 0…0 0 

此处矩阵7与 Z 中之负号或正号，分别由与为+ 1或一 1而定，则立得 

1 0 … 0 0 0 

0 1 ". 0 0 0 

YXZ = 0 0 … 1 0 0 

0 0— 0 0 (Vi 

0 0… 0 d ^\ 0 

于是从 

XW ] QW = VUQW = V[1,-,1, 9 ]CW = [l,».,l,g]X, 

得 

yxzz ] w i qwz = v[i,—,i,<?]xz =* [i ， .“ ， i ， </]yxz ， 

即 

CWZ) } Q(WZ) = (yxz) '[1 ， … ， l ， 9]yX2 = [1, … .111]. 

故得 

( W . Z ^^ QjCW ^,) = [1， …， 1,9]. 

此证明了 Q , 是标准素方阵. 

定理7 对任意一组互可交换的标准索方阵 Pp …， P .， 有一模方阵 u 存在，使 
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皆为对角线形式. 

证：当 s = 1时定理显然，今用归纳法证明此定理.假定定理当方阵之个数 
时已成立. 

对 p , 有模方阵 u ,， 使 urf . u , = [1, …, 1 ，九]•命 
1 PiU, ~ Q, * *• = 1 ， 2 ， … ， s. 

显然诸 Q 仍为互可交换的标准素方阵.由定理6可知 



其中 r , = />.或1•且若 r , = p ., 且= I ， Q , 为对角线形式》若厂,=1,则0/是标 
准素方阵.由于诸 Q 是互可交换的，故不妨设 n = r z ==… — r , l ， r , +1 = / vh ，…， 
r , =九，0</<3_】.若/ = 0,则定理已明.不然，则由归纳法之假设，对诸互可交 
换的标准素方阵 Qr ，…， Q ; 有一模方阵 IT ，使 LT ~ l <3 「LT 为对角线形 

式.今取 

O 

则 C / i l Q , Lr,(l < t < s ) 皆为对角线形式.取 L ； = lt . lt , 即得定理. 

习题.取 A = 而研究 A 之伴随模群之性质. 

§8. 最大公约最小公倍 

定义1 如方阵 D 为方阵 A 及 B ( A 与 B 不同时为 0) 的右公因子，且 A ， B 之 
任何右公因子皆为 D 的右因子，则称 D 为 A 、 B 之右最大公约. 

如方阵 A ， B 都分别是方阵 M (非 0) 的右因子，且 M 为任何以 A ， B 为右因子的 
方阵的右因子，则称 M 为 A ， B 的左最小公倍. 

左最大公约及右最小公倍的定义可同样得出.今后仅讨论右最大公约及左最 
小公倍，为简单计，并迳称之为最大公约及最小公倍. 

二方阵 A =- (%)及 B = (^)的和定义为 

A 4- B = (an 4- ). 

定理1 不同时为0之二方阵 A , fi 必宥最大公约 D , 且存在方阵 P 及 Q , 使 
PA + QB = D . 

证：置 



为 一 2» X «矩阵.由定理 5. 1,知有二模方阵 17( = L / UlI> > , V ( = V llt> ) ，使 
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记 


UCV ==( J )，£)〗 = [i/i ， d'dz ，…，… 


u = ( ul ； 以)私为《><”方阵， 

则由上式得 

(S MHX )_ 

由是得 


UnA + UuB = D, 
故 A , B 之右公因子必为 D 之右因子. 

又如命 


/Un L/|i \ } __ /Xu 

⑹ uj = \ x 2l 


x lt 

x i2 


，；^为 /I Xr * 方阵 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


则由 （1) 式得 

\ { Xu Xu \ 

\bI~ vx 21 xJ\or 

由此得 

A = X,. D t B = X 2 j D , 

故 D 即为 A , B 的最大公约.再于 (2) 式中令 = P t U it = <9,即得定理. 

定理2 若二方阵 A,B 之-最 人公约 D 是非奇异的，则 A,B 之任一最大公约 
必为 UD 之形式，此处1/是模方阵. 

证:设仏是另一最大公约，则由定义，有0 = 1^0,及 D, =SD, 因而得 


D = RSD. 


取行列式，易见 i ? 及 S 足模方阵. 

上曲已经讨论了二方阵的最大公约，今往讨论二方阵的最小公倍.若二方阵都 
足奇异的，则最小公倍不一定存在.例如 


即无最小公倍.因为以 U 
右因子的方阵必为 G 


(::)与(; ；） 

U 为右因子的方阵必为。 U 之形式，而以 
之形式.此两种形式显然不能相等，除非 a = c = 


;)为 
0.但我 


们有 


定理3 二非奇异方阵 A ， B 必有 一 M 小公倍 M 存在，且 M 为非奇 异的； 而其 
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他之最小公倍皆为 17M 之形式，此处 L7 为模方阵. 

证:由⑴，得 

Ut^A -\-UzzB — 0 . 

命 

M = l/ 2 , A =— U 22 By 

则为之一公倍.今往证明 JVf 即为 A，B 之最小公倍.设 JVf, 为 A,B 之另一公 
倍，则 M，A ^ 之最大公约亦为 A,B 之一公倍.命 

M = HM 2 ， M 2 = KA = LB ， 

则得 

U zl A = HKA, -U ti B = HLB. (4) 

命八。，氏分别为八』之伴随方阵，则有九4。=^/及55。=6/,此处^6分别为义， 
B 之行列式.由于 A,B 皆非奇异的，即 0,6^0, 故由 （4) 式可得 
U tl = HK , -U t2 = HL. 

于是由 （3) 得 

J ~ X \2 4* ^22X22 — H(.KX 12 _ LX) » 

闪此 H 为一模方阵，存在.故由 

M, = GM : = GH 'M, 

即得 M 为最小公倍. 

今往证明 M 为非奇异方阵.由最小公倍之定义，吾人仅须证明 A.B 有非奇异 
的公倍存在即可.由定理 5. 1，知有二模方阵，使 

L/iAVj = [</; ， ••• ， dX]. 

命 

M* 

显见为非奇异方阵，且 AT 即为 

所需 • 

若为另一最小公倍，则由定义，有 

M= £M 3 , M, = FM, 

因而 

M = EFM，I = EF, 

即 £，F 为模方阵.故得定理. 

定理4 设 A 为一方阵，则对任一整数 m (关 0), 必存在二方阵及 Q , 使 1) 
A = mQ 或 2 )A = mQ + 尺, 而0<| R |<| m 此处丨 /?丨 表示方阵 i? 的行列式 
之绝对值. 

证： 由定理5.1，知有二模方阵 U 及V使 
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A = U [_ d \ ，义心 idi ^ 0.1 ^ i ^ n ). 

有整数仏及 r ,(>0) 使 

4…忒=阿，+ r, ，0 < Tj ^ I m I (1 ^ i ^ n). 
命 

Qt = [9 i ，奶， …， A ]， i?i = [ n ， r 2 ，•••，「■]， 

则得 


A = l ；(/ nQ v + i ? i ) V . (5) 

若 r .= 丨 m I (1 <*•<”）， 则 /?i = \ m \ I =± mJ ， 故由 （5) 得 
A = mUCQ , 土 J ) V = mQ , 

此即 1>. 

不然，如有一个 _/• 使 0 < & <| m I ，则有 0 <1 /?, 丨 = qrv . r , <| m | ••故由 
(5) 得 


A = mVQiV + URi V = wQ + /?, 

而丨 R \ = \ UR } Vi ^\ R x 丨，故得 

定理 5 设方阵 B 非奇异的,则对任一方阵 A ， 必存在二方阵 Q 及 C 使 1) A == 
Qi 3 或 2 )A = QB + C , 而0<| C |<| B |. 

证：命 B 。 为 B 之伴随方阵， BZ 3。= = W •此处6为 B 之行列式.由上定理 

可知有二方阵 Q 及尺使 

AB 0 = bQ (6) 

或 

AB 0 ^ bQ -\- R f 0 <\ R |<| b I ". (7) 

于 （6) 式两边乘以 B , 并由于6关0,即得 


A = QB , 


此即 1). 又由（7)，尺= AB,-bQ = AB。一Q£JB。 = (A-QB)B 0 = CB„. 于是由 
A = CJS-h (A-QB) = QB+C 


及 

即得 2). 


0<| C I 


\ R \ ^ \ b \- 
rBTi 1 b I--' 


: I 6 I = I J3 I ， 


§ 9 .线性模 

命表 n 个未定童，所有的篌系数一次式(或称线性型） 
y = ajj + … - ra H x m 
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成一集合，此集合以 D = Ut ，…表之. 

若 y = +… 4- a '^ r , 为另一线性型，贝！ J 定义 

士 _/ = (A 士 a ', ) x x 4- ••• 4 - ( a ■士 al ) x m . 

定义 1 D 的一个子集合趼如有次之性质则称为 模:若 力，: y z 在沥中，则: y , ± 
: y : 亦在沥中. 

显然①本身是一模. 0, 士&，士 2: r , , … 所成之集合也成一模.仅有一元素0 = 
Ox , +…+ 0：^所成之模不在讨论之列. 

定义2 如模骱 中有-••组元素％，…，: y , ，使27?内任一元素皆可唯一地表成为 

+ …+ 6 , 3 ^ 

之形式，其中 h ，…， b , 是粮数，则: y , ，…，: y : 称为钡之底，数/ 称为 m 之维数， 

由定义易知％，•••，％是线性无关的， BP 由 a x y x +…= 0得出 a , =…= 

а, — 0 . 

定理 1 模必有底，维数 < n . 

证: 设趼之 所有元家中， ： c /+ ,， …,：之系数全为零. Iftiar , 之系数有不为 
芩者，则易见所有元素之 々之系 数成一非零的整数模，其中有一最小正整数，命为 

б, ，并设对应之线性垫为 

yt = 6 j j：i 4* + b t xi ， 

于是趼中任一元素: y 之心 之系数必为6,之倍数，故可表为 

y = y + gyi* 

此处 g 是一整数，:/是未定量： ri , …, am 的线性型，如此作出之所有:/中，设 a +1 ， 
</-1)之系数全为零，而心的系数有不为零者，则同上法可得一线性 
型 

yt = b\xi + ••• 4- b f t x ( , 

其中火为诸线 性型/ 中: t , 之系数为最小之正整数者.使:/ = y ^ gyt ，其中 〆 
为一整数,/为: r , ，…, xr . ,的线 性型. 续行此法即得趼的一底乂，: y / •，…•其所含元 
岽之个 数<1 故得定理. 

定理2 模之维数与底之选择无关. 

证：设 A ，…,火及 h ，…， w 是模狃的任意二底，今往证明/ =广若不然 ，即/ 
关/'，不妨设 />/'. 由底之定义，知有 整数心 及\使 


*1 


% 

yt 


Iflll 

… flw* 

0—0\ 



0 …。 

•fl/l 


0 — 0 ' 


Z ( 

o 
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此处(心 ） 及(\ ) 都是/ X /方阵.于是得 



但:V,,V,是线性无关的，故必须(化 ）•（&) = /. 因左边之行列式等于；，故得矛 
盾. 

今后仅讨论《维模. 

设:V 丨，… ，:V, 为 一 n 维模沥的底，则有 

lyi\ l^uan'^axA lx t \ 


、 3^ r 'a-ia«2* 

故对一 《 维模及其一底 A ，•••，％有一方阵 


A = Cog ) 


fill 

flit* 

**ai. 




^«1 




与之对应.由于: y, ，•••，％是线性无关的，故 A 是非奇异的.反之，对一非奇异方阵 
A, 由 （1) 可定出一组线性无关的线性型: yt ，…，: y-， 从而可定出一以:V!，•••，％为底 
的 n 维模 3JT. 如是在/»维模与非奇异的 n 级方阵间建立了对应关系.今问对应于同 
一模之不同的底的方阵间之关系如何？ 

设 z】，.••，《, 是趼的另一底，其对应之方阵为 B = ( 心）， 
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广 i 】 6ii … 

工 1 丨 

Z 2 1 

= 

621622***6(. 
i . 

•r 2 

J 


^>•2 … b_ 



由于:^，…，: y ” 及*•，…，都是底，故有二方阵17= (^)^= (%>使 

f)f 

于是由 A ，…，: y - 之线性无关性及 






oj 知 C / V = J •即 L 7 及 V 是模方阵.今 


故得 



B ^ VA. (3) 

故对应于同一模之二方阵是左结合的.反之，二非奇异的左结合方阵对应于同一 
模.故若将所有的”级非奇异方阵依左结合关系分类，则每-类代表一模，且不同 
的类所代表的模也不 间. 以后凡说到“模趼对应于方阵,此 A 即表示模趼所对 
应的一类方阵中的一-个. 

于是由定理 4. 1，可知/!维模27? 之底: y , ，•"，％可取成如下的 形式： 


yi = » 

yt — +a 2t x t . 

(4) 


y» = u! 4 a m2 x 2 H- ― + a m x m , 

其中〜 > 0(1 < v < n )， 且 0 < 〜 < > v ). 此乃底之标准形式，或称之为标 

准底. 

定理3 模诹包有模贝的充要条件是模37?所对应的方阵右除尽模9?所对应 
的方阵. 

证：命 趼及贝之底分别为: y ,, …，: V ,及 z ,, …， z ,, 所对应的方阵分别为 A = 
(心）及(~).若钡包有贝,则有 







故得 B = CA. 

反之，若 B = CA， 则有 



故诹 包有见 " 

定义 3 若二线性甩 a 与 々之 羞在模2??中，则称&与 々对 mod 趼同余，以 
= z 2 (mod 3W) 表之. 

显然此同余关系亦有反身，对称，传递等三种性质，故可将所有线性型依 
mod 趼 分类： •同一类者互相同余，不同类者绝不同余.如是所分成之类的数目 
名为职之矩，以 N (职）记之（其存在性还未证 明）. 显 然职本 身即为其中之一类. 
定理 4 若模趼对应于方阵 A， 则 

N(2W) I. 

证 ：由于 职所对应之方阵的行列式的绝对值都相同，故不妨假定底已取标准 
形式 (4) .任一线性型 

= a 】！：， + … 

可减以: y， =〜 x, +…十〜^：”之整数倍•使适合于 0<a B < a _ ;又可减以 ％ = 

+…十,心，之整数倍，使适合于<‘■々" 等等. 故任一线 
性型必与一形如 

flix, H - l-fl-x., 0<a. <a.a <y< n) 

之线性型 同余. 此种线性型之数目为 a„ fl2z …‘ =| A | ，又此丨 A 丨个线性型中无二 
者同余，故得定理. 

由定理3及定理4即得 


定理 5 若朋 Q 贝，职，贝所对应之方阵分别为 A,B, 则依 mod 贝将趼中之元 


素分类♦所得之类数为 


I B | 

TXT 


由未定 Sr, ，…， A 表出的集合 D= ，…， j ： b } 也可由其他未定域表出.如命 
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此处 a =(岣)为一模方阵，则I; ，…， /■ 也表出0，即0= = u;， •“， 

若模诹及其一底％，•••，％对未定甘 h ，…, A 对应于方阵 A ，今问对未定 M 
x'l ，… ，x'» 对应于何方阵.由 







1;.) 


(:： 


bJ 


即知对未定 MZ ， …，对应之方阵为 AL 7, 即右结合关系表示未定 M 的变换，亦即 
表示 D 的换底.又由 （3) 已知左结合关系表示模的换底，故由定理 5. 1 可知： 对固定 
的《维模趼，吋经过模的换底及 D 的换底，使其对应之方阵化为对角线方阵 
Wi•••</_] id\ ■> 0*••**«£, >0). 

由定理 7. 2 与定理 5 立得： 


定理6 


使 


从任 一 n 维模 an , 可以做出一链 

诹= 27?。匚沥, C ： … C 肌=①, 


(5) 


Nm —' )/ N (2»,) Cl < i </) 

是素数. 

两模玑及玑的所有公共元索成一模，此模称为肌与肌的交，以职„记之. 
又钡,及趼 2 中所有元素的和、差所成的集合也是一校，此模称为趼 ，与 趼 2 的和，以 
孤记之.则有 


定理7 设模玑，肌，1,2^分别对应于方阵从，姊，％,吣，则为 
M ,, M 2 之最小公倍， M , 为吣 之最大 公约. 

证：由沥，2 2^,趼 2 2 2 W -, 得 

M m M m = A 2 M 2 . 

若 M , = B , M , - B 2 M 2 为 , M 2 之任一公倍,职 3 为 M 3 所对应之模，则 
2W, Q3W,, 2» 3 Q 2Wa. 

因而 

职朋 M , - CM .,. 

即为从，％ 2 之最小公倍.同样可证 M , 为 M ,, M 2 之最大公约. 


第十五章广 adic 数 


§1.弓1 言 


本章之目的在于介绍 Hensel 的产 adic 数槪念，这一概念在数论、代数几何、代 
数函数等方面都冇广泛的应用，已成为近世代数中之一重要槪念.在进入严格的定 
义之前，先简单介绍形式上如何获得 p - adic 数的方法.吾人回忆第二章中同余式 

/(x) = OCmodpO (1) 

之解法，此处 fU ) 为一整系数多项式，/>为。素数.解此同余式时，吾人系先解同 
余式 


/(x) = 0(mod p), 

若 （2) 式有一解《。，0<如 < p , 且 

/ / (a 0 ) ^ 0(mod p ) , 

则命 a = a 。 +办，并讨论同余式 

f(a 0 + py) = 0(mod /»*) » 0 y <. p* 


即 


/(<*o)/p + /^(a 0 > 3 > = 0(mod p) » 
由此式唯一地定出: y ， 命之为 A ，如是， 


0^ y < p . 


( 2 ) 


乃同余式 


x = a 0 - a } py 0 ^a 0 <. p* 0 < < p 

fix) = 0(mod / > 2 ) 


之-解. 


一般言之，若 

x = x 9 = a 0 + “1 p + “*/> 2 + …+ af-zp 1 2 1 


是同余式 


fix) = 0( mod p 1 1 ) 


0 < a , < p 


之一解，且 


/ ^(xo) ^ OCmod p ), 


则命 x = x 0 并研究同余式 

f(,x 0 p l *y) = 0(mod p ,y )» 0 ^ y <； /»♦ 
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即 

f ( x 0 )/ p 卜 1 + /( x a )y = O(mod />), 0 < _y < />. 

由此唯一定出之:V ，命之为,则 

x = a 0 + a, p 十…+ 私1 p l ~ l * 0 ^ a. < p 

乃⑴ 式之 一解. 

此种手续可以行之无穷，形式 t 吾人可得一 之幂级数 

a。 + + … "fa,〆 + …， 0 ^ a, ■< />. (3) 

此幂级数称为方程式 

/(x) = 0 

之一 / Gaelic 解. 

吾人已知，在用逐步接近法以求方程式 / U ) = 0之实数解时，若所行之次数 
愈多，亦即小数点后所取之位数愈多，则所得之解就愈精确；在此，利用逐次解同余 
式 

fix ) = 0(mod / >)♦ 
f ( x ) = 0(mod p 2 ) t 


fix ) s 0(mod p l )» 


以求方程式 /Or) =0 之尹 adic 解时，亦有类似之情形，即所行之次数愈多，亦即取 
I 愈大，则最后一同余式之解 

•r = a。 + 〜 p + …+ a,_j p l ~ x * 0 ^ a, < p 

愈接近于原方程式之产 adic 解. 

抽象言之，形如 (3) 的/>之幂级数谓之 一p-adic 数.所当注意者，如此所得出者 
并非 Z ^ adic 数之全部.一般言之， fadic 数准许有有限多个/>的负幕，即 /^ dic 数之 
一般形式为 

a—'• 夕— • + …+ a 0 + q 户 + …+ 山〆 + …， 0 ^ a, <C p. (4) 

这和每一实数可以表为10进位的无穷小数 

a_« 10’ + …+ a 0 + a，10— 1 十…+ < 1 /10 _/ + …，0 < a. <C 10 

相类似. 

两 p~adic 数 

a- m p~ H + …+ a 0 + a】p 十…+ a,p l + …， 0 ^ a, <C /> • 

b m p ' m + … + 6 0 + 6! /» + ••• + btp 1 + …， 0 b y K. p 

之和及差即为其对应项之系数相加或相减所得之幂级数 

a— …+ a- m -i p~"~ l + (a •士 6 _ ) + …+ (a 。 士 6 0 ) 
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+ (fli 士 6】 ） 户+…+ 士办< )〆+ …， 

此处假定”.佴若相加后所得之系数存大于或等于 p 者，则应向后进—位，例如 
a , + 6, > /»， 则命 ( a , + 6,) 〆 = ( a , +6„ — />)/>• +/)— 1 ， 把 〆^ 加到后一项 中去； 同 
样若相减后系数有小于0者，则应向后借一位，例如 a . — 6, < 0,则令(心一 久) 〆 + 
( a〆 ！ 一+ … 为 ( a , — 6, + /»)〆 + ( a ^, —h — l ) p ^ 1 4 - 总之，最后使 
得所有之系数宵为小于/>之非负整数. 

两 ^adic 数之积间于通常祙级数之乘积•而所得之结果中亦应将大于或等于夕 
之系数向后进位，直至所有之系数迕为小于/»之非负整数为止. 

例1.方程 

3x ~ 2 

之 5-adic 解是 

4 + 1 .5 + 3*5 l + l •5 3 +3*5 4 —"， 

式中除去第一项外，其他各项之系数轮流为1,3二数. 

如欲证明此点，读者可依解同余式之方法进行.但由下法亦可知此幂级数确为 
所予方程式的 5-adic 解： 

3 • (4 + 1 • 5 + 3 • 5* + 1 • 5 a + 3 • 5 4 + …） 

=12 + 3 • 5 + 9 • 5: + 3 • 5 3 + 9 • 5 4 + … 

= 2 + (2 十 3) • 5 + 9 • 5* + 3 • 5 3 + 9 • 5 4 + … 

= 2 + i0 • 5* + 3 • 5, + 9 • 5 4 + … 

= 2 + 5 • 5* + 9 • 5* + … 

= 2 + 10 • 5 4 + … 


= 2 . 

例 2. 方程 

x 2 = 7 

之一 3-adic 解是 

1 + 1 • 3 + 1 • 3* + 0 • 3 3 + 2 • 3* + •••• 

设 a 为一有理数，方程 x = a 的 />-adic 解谓之 a 的 p-adic 衣示法. 

域简 单的方程式: r = c/(d 为正整数）之 Z^adit: 解可迳由下法得 之：以 p 除其 
商为《7。，余数为即 

d = d a -\- q 0 pi 0 do <z p. 

再以/»除9。，其商为仍，余数为即 

d = do + q x p z * 0 ^ < p . 
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如此继续进行最后可得 c / 之唯-的 p - adic 表示法 

do dip d z p 2 + ••• + dip 1 ， 0 d p <. p. 

此即为以/ > 为底之记数法，如果我们不限定 /» 是素数，例如取 /» 为10,则此即为普 
通之记数法. 

因之整数之 p - adic 表示法与以/>为基数计算整数时之表示法全同. 

习題1.求出方程 J ： 2 = 7之另一 3- adic 解. 

习题2.求出方程: r 2 +i + l = 0之 7- adic 解. 

习题3.求出方程 9_ r 2 = 7之 3- adic 解. 

(提 示：先 作变换 3 :r = ： y , 然后求 y =7之 3- adic 解，设为：= 3 即 
为原方程式之 3- adic 解 . > 

§ 2. 赋值 (valuation) 之定义 

上节所述乃形式上的叙述方法,并没有讨论到幂级数 

4- ••• + fl 0 + a ! /> + …+ a ^ p 1 + …， 0 ^ £ i v <C /» 

之收敛问题，但此幂级数在通常的意义下是绝+收敛的.现在我们将引进-•新观 
念•借此新观念之助，使以上之幂级数 K 有严格之定义，且创造出新的数系.此新观 
念即所谓赋值，它是实数里绝对值观念的抽象化，并与绝对值具有相仿的性质，其 
定义 如下： 

定义命 a ,6, …表有 理数. 对任一有理数有一定有理数值的函数…若具冇以 
下诸性质，则称为一赋值： 

1 ) ^( a )> 0,其中等号当而且只当 a = 0时 成立： 

2) ^( ah ) = a )♦( b ) 、 

3) ^(a + 6)<^(a) + ^(6). 

由以上之定义可立得下之诸简单 性质： 

由2 ) 取 <2 = o = 1，及1)，可知 

多 （1) = 1. 

在 2) 中取 a = 6=_1，及1>,可知 

^(-1) = 1. 

再在 2) 中取6 =_ 1,可知 

♦(一 a ) = {&( a >. 

又由 3), 可知对任一正整数常有 

^(«) < 多（1) + *(«—1)< 炎（1) +*(1) + 〆 ”一 2) (1) = n . 

又由3)，可知 
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爹 (a + 6) ^ ♦( a 、一 多(6) 或 ♦(<! + 6) > 炎 (6) — 多 ( a ). 

例1•定义〆 d = 1，若 a 关0;>(0) =0 •此# 显然是一賦值，吾人称之为恒等 
陚值，并以彡。记之，此种賦值不在讨论之列. 

例 2. 通常所用之绝对值 . U ) =1 a J 竑然 是一陚 值. 

例3.命/>表一固定之素数，则任一不等于0的有理数 a 可唯一地表为 

a — — p ' s 〉0， 

此处为整数 ，（ r,s) = 是一整数可为正、负或苓.今定义 

^S(a) = />'" » a ^ 0| ^(0) — 0. 

可证此#为一賦值，吾人称之为 p-adic 陚值，并记作 ^ a ) =| a |,. 

证:性质 1) 显然适合. 

若 


u ~ * b ~ —( j ! > 0， s * > 0〉》 

沒1 52 

此处 rj «5i »r*2 *^2 为整数 ，（ ” l ， 5i) = (r2 *5j ) = 1 ， /* 七广 1*|~52 ，则 



即得 


\ ah \ p = = I a I , . I 6 I , ， 

此即性质 2>. 又并不失去普遴性，吾人可以假定 m < n， 如是则 


a+b^ r ' St+ r^tr p -, 

Si 52 

由于户 因之 

I a + 6 | # < p m = \ a \ pt 

于是由 1) 即得 

I a -1-6 I， a |， +| 6 I ” 

此即性质 3). 

在此例的证明过程中，我们附带地证明了 

I a + b I , < max ( I a |，，| 6 |， ）• 
我们还可以证 明：若丨《 I , 关丨 6 I ,， 则 

I a + 6 |， = max ( | a |，，1 6 |，）. 
令 a ,6 表示如上，并不妨假定 m < n ， 此时从 

a + 6 = m + w 广 V . 

及 P^(nst + rj 5, p m m )( 因为/ > 氺 r , 5 ! r 2 办 ）， 即得 
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§3. 赋值之分类 


定义1 两賦值 > 及，间若有下之 关系： 不等式 

^(a) < ^(6) 与 〆(<*)< ^(6) 

同时成立，即由前者得出后者，由后者亦得出前者，则称此两賦值为等价. 

命 s>0，# 为…賦值，则 f 亦适合 1) 及 2), 但 3) 不一定适合.但若 0<s<l, 
则 3) 亦适合，命 f 则，亦为一賦值,且易知 y 与令 等价. 

定理丨设#是一非恒等陚值，则与 > 等价之賦值，乃，= f(5>0). 

证： 由于#关和，故必有一有理数如使 

0 < ^( a 0 ) < 1 

(若 ^(a 0 ) > 〗•则由 2)^(ci 0 -') < 1). 对任一有理数 a 关0,今往讨论适合于 

炎 U?) < ^(a"> 

之所冇正整数对 (m, n )， 亦即适合于 


或即 


之所冇正整数对 (m，;《〉. 
故 





log^(a) 

log^(a 0 ) 


( 1 ) 


log 本 (a) 

log^(a 0 ) 

可以看作适合于 （ l ) 之所有有理数所成之集合的 F 限.若，与> 等价•则由 〆 所作 

出之表示式仍为此有理数 集合之 下限.因之对任 -- 有理数 a # 0,有 
log 多 (a。) 

log^(q) __ log 必 ■’ (a) 
log^(a 0 ) log 參 (a 0 )* 

此即表示有只与 ♦&< 有关而与 a 无关之正常数 * 存在，使 


①利用：若 1•则 

(x + y)» < jr'+y. 

此式之证明 ，不妨覦定 •》■<>♦* 

(jc-hyy—y = s^U + y^dt < sxy^ 1 < x' (x ^ O.y ^ 0,0 < 5 < !)♦ 


即得所 i £. 



第十五章 / >- adic 数 


• 393 • 


log ^ Ca ) = log〆 ( a 。) = n 
log ^( a ) log ^( ao ) ’ 

即 

#’( a ) = jt' ( a ) (s > 0). 

此式对所有的有理数 a ^ O 都对，定理得证. 

定义2 若有一正整数使 

^( yio ) 1 9 

则该賦值称为亚儿米得賦值.不然，即对所有的正整数《，常冇 

乡 ( n ) < 1， 

则该賦值称为非亚儿米得賦值. 

例如绝对值 ^( a ) =1 a I 即为一亚几米得陚值，恒等賦值扣及 A * adi C 赋偵 
^ a)=\a \„ 即为非亚几米得賦值. 


§ 4 . 亚几米得赋值 


定理1 任一亚几米得赋值必与绝对值等价. 

证:设 #为一亚几米得賦值.命《及，表二大于1的 m 整数.将，表为 

r\ = a 0 + aj n + a 2 n 2 4- ••• + a v n* • 0 ^ a, <C n» 式 0. 


则 

彡 < ^(a 0 ) ♦(a 、 )^Cn) 必 (a 2 〉 〆” 2 ) + … + 〆“•)〆”*), 

由于 ^ a* < n(* = 0 ， 1 ， … ， v )， 故得 

〆”') < ”(1 + 於(”） + 〆”)* H - h 〆》)•) 

^ n(l + i»)max(l ♦^(n)"). 

由， 之表示式，可知 Y ^，故 1 ^•由是 

<n(l + ^^)max(l，^(”） l0# - v * fl * B ), 

用一代 n '， 则得 

多 （” ')* <n(l4 A 

即 

〆 ”'〉< 卜 (1 + A ^^)) 1 " maxd , 〆 ”) 108 "’ 10 *"). 


命 h 00 ,则得 


〆 ”’) < max ( l ， 〆 ”) 10 ** 


( 1 ) 
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今往 ffi 明对一般的非亚几米得赋值亦有此种性质. 

定理1 设#为一非亚儿米得赋值，则有不等式 
3') <f>ia -f 6) ^ max(^(a) 

且若 〆 a ) 关 〆 A )， 则有 

3 好〉 ^(a + 6) = max(^(a) ,^(6)>. 

反之，若赋值 0 适合 > N 等式 3') ,则#为非亚几米得賦值. 

证： 由二项式定理 

(a+ 6)" = a-+ 1; a --〗6 + …+ 1 ” J 06 * 〗+ 6 ' 

及由非亚儿米得陚值的特性，对任意的正粮数 n 常有 〆 《) < 1,因之 

炎 （(a + 6)*> < + + m + -f ^( b) m 

^ (w + 1 ) max (^( a )" »^(6>") ♦ 

即 

^(.a -h A) ^ (n 4 l) Wn • max(^(a)«^(6)). 

命 7| -► oo ，即得 3’>• 

若 ^( a ) ^ #(6>，不妨假定多(6) < •由 30 巳知 
/(a + 厶〉< 彡 ( a ). 

若炎 ( ci +6) < # U ), 则由 3') 可得 

炎 (a) = ^((a -+-6)—6) ^ max ({& (a + 6) ，多 (6 〉） ■< ♦(a) ， 

此乃一矛盾•故得 

<f»(a + 6) = ^(a) = max(^&(a) ，♦(&)). 

反之，若一賦值#适合 3') ,则对任一正整数 n ， 有 

〆 ”）= #(1 + 1 + …十1)<多（1> = 1, 

即多为一非亚几米得賦值，定理得证. 

由上之定理•可知要证明-•函数#为非业几米得赋值只要证明其具有性质 1), 
2) 及3。 即町. 同时可知对非亚几米得陚值 ^, f (. v >0) 仍为 一賦值 ，而不必假定 
5< 1. 盖此时由 3') 可得 

f(.a-hb) < max(f U)，f (6)) < fia) (6 )， 

此即 3) 也. 

对非亚几米得陚值…命 

w(a) = — log^(a). 

此对数以任一大于1之实数为底.底之选择并无太大关系，因为 f ( s >0) 仍为一非 
亚几米得赋值. 

由多之性质可得出 w 之次诸性质： 
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i ) 若 a 尹0•则 u ;( a ) 为实数， w (0) = 00 ; 

ii ) tt »( aA ) — w ( a ) w ( b ) 1 

iii ) xt;(a +6) ^ min ( w ( a ) t xv (. b ))； 

+ 6 ) = min ( tt >( a )， tt »( 6 )) ，若 w ( a ) 96 w (. b ). 

若多非恒等賦值，则必有有理数 a 。， 使 

0 < w(ao ) <C 00. 

由多之性质，还可知 

w ( 一 a) = w(.a) 9 it;(l) = 0, 

及对所冇之整数《，常有 

win ) ^ 0. 

定理2 两非恒等的非亚几米得賦值 # 与，等价的充分且必要条件是 ：对任 
一有理数关 0)，有 

w r ( a ) — sw (. a ) ( s >0)， 

其中 w ’( a ) =— log ^ Ca ) , ur ( a ) —— log ^ Ca ). 

证：显然. 

定理 3 任一非恒等的非亚儿米得賦偾#必与六 adic 賦值丨 a I ,等价. 

证:对任一整数 n 常有>0 .因>。，故必有整数 m (^ 1) ，使 

w ( m ) >* 0. 

今往证所冇适合上式之整数所成之集合成一 模:若 w ( n )> 0, w ( n '〉 > 0,则由 iii ) 
即得 

win 士 ”'） > min ( u ;( n ) tw ( n )') > 0. 

由是由定理 1.4. 3 知此模中有一最小的正整数#存在，凡该模中之任^数必 为发之 
倍数. 

今往证 K 是一索数.显然 g > 1. 其次 

g # 〆〆，〆 > J ， K > 1. 

不然，则 

wig) — w(.gg n ) — wig) 4 - » 

由于 wig ) > 0及 • wig ') > 0， tt ;( 〆 ） > 0,故必有 w ( 〆 ） > 0或 iv { g ， ') > 0.但 1 < 
〆 < 发， l</f <发，此与 发之定 义矛盾，故发是一素数，命 g = -户 .由是，已证明了 
tt»(n) — 0» /> 七》， 

rv ( n ) 〉0， p \ n . 

对任一不为0的有理数《，吾人可唯一地表成为 
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乡 ( a - — a ) <C e * 

则称数贯具有 f 极限 a . 并记之为 

<fr lima „ = a . 

显然， { a } 的今极限是 a •利用 ^( a m 一 a *) < ^( a m — a ) - ^( a , 一 a >， 可知有多- 
极限之贳是基贾.但当注意者，并不是每一基贯皆有 f 极限. 

如及彳 6 J 之# 极限分别是 a 及6,则此二贯之和、差及积也有舍极限，而 
&分别是 a -\- b,a 一 6及 a 6. 

又若 

jr lima , = at 
则 

lim ^( a ”） = A ( a ). 

w-»«o 

定义 3 凡以 o 为 t 极限之 M 称为零货.所有零贯所成之集合以 {5} 表示之. 
例 1.如 ^( a ) = | a I . RijJa . = j j 是一零贯. 

例 2 .如 〆 a ) -|a I ,,则 U , =，}是一零赏. 

极易证 明：二 零贯之和仍为一零贯，一零贯与一基贯之积是一零贫. 

上面已经定义丫两贯之和、差及积.今再定义两贯的商：如 {6,} 非零贯，则 {&> 
除之商定义为 

{ a n b ：'). 

注意： {6胃}虽非芩贯，但 {6, 丨中可能有为0之项，此时我们弃去这些等于0的6.，对 
问题的讨论并无影响. 

如是一基贫，但非零贫，则必有一正有理数 c 及一正整数 N 存在，使当 n > 
AT 时，有 

〆〜> >c>0. 

今往证明 ：两基 非芩贯）之商丨仍为一基贫. 

因为 

^{a m b^ x 一 ajf: 1 } = ^{(a m (b„ — b m ) +6_(a_ — a_))6 二 1 办 •*} 

^ — 6.) -f — a ,)} 1 ( b „). 

对任一有理数 e >0, 有正整数 N , 存在，使当 n , m > JV , 时， 

♦ Uf 9 — b 鶴 、€， ^(a m — a.) <C e. 

又知有一正有理数 r 及一正整数 A 存在，使当 n , m > N z 时 

♦ (b m ) > c ， ^(6,) > c. ^(a») < A, 〆 <A. 


故得 


^a m b~ l -a n b ： l )^2Ac U, 


n，m > N ， N = max(Ni ， N 2 ). 
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此处应加以说明者，即当属于同一类时 ， f lima . = ir lima ：. 

•-•no (r-*oa 

以上所讨论之陚值只在有理数域上定义，现在我们把它的定义域扩大到有理 
数的泠扩张. 

定义5 — lim ^ Ca ,,). 

在此定义中必须说明一点，即 >( T ^ T ) 的定义与的选择无关.即若 
{aj = { a !,} (mod 丽)， 

则 

lirn ^ Ca ,) = lim ^ Cal ). 

此式之证明极易（利用 ♦ ia ,、一 ^ Cal > ^ ^( a , — a 7 .)). 

为简便计，以后用希腊字母 a ,)9, y , …表诸类.易证 〆 《) 亦具有下之三 性质： 

1 ) ^( a ) ^0,^ Ca ) = 0 当且仅当 a 为 T ^7» 

2) 炎 ( oj (5) = ^( a )^(^) ； 

3) ^(a p ) ^ 於 ( a 〉 + ♦( fi ). 

习题 1. 证明由等价之两陚值所得出的有理数扩张是相同的. 

习题 2. 证明在非亚儿米得赋值之情况下： U ,} 收敛之必要且充分条件为 
lim ^ Ca^i — a m ) = 0. 


§7. 扩张之完整性 


在上节中我们从有理数的基贯出发，得到比有理数系统吏大的有理数之 f 扩 
张，同时我们已将#之定义域从冇理数系统扩充到有理数之勿扩张，即已经定义了 
〆 《»).今之问题在 于：如 果在有理数之#-扩张上冉运用上节之方法 实行十 扩张(此 
两多一致），是否能得出较有理数之#扩张 M 大的系统.如漓不能，则此系统诮之完 
整系统.为讨论此问题，仿照前节，先定义以类为项的基贾，禽极限.零贾等等.用 
< a t } 表由类所成之贷，即 

<*1 *az ，…， 如，…， (1 ) 

其中每一项皆为一类. 

定义 1' 贯心,丨之适合于以下之条件者谓之基贯，或纟-收敛贯 ：对任 一实数 e 
> 0,必有一正整数 L (= L ( e )) 存在，使当/,々> L 时， 

♦ im ~ a*) < c. 

定义 2' 对贯,如有一类 a 适合下之条件：对任一实数 e > 0,有正整数 
L (= L ( c )) 存在，使当时， 


炎 （ a/ _ a) <C c» 
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则称贯具有 f 极限 a , 并记之为 

jr limai 

l m m 

由此易知，若 


则 


♦- lirria ^ 


lim^(a/) = ^(a). 

把每.有理数赏中之夯理数 a . 视为 t = T ^ T, 则在此新定义之下•每一 
有理数的彖 收敛饥 皆有冇理数之#扩张中的-数为其六极限. 

定义 3' 凡以 M=0 为极限之贳称为零贯，所有零贫所成之集合以而表之. 
两货之加、减、乘、除的定义也可仿上节说出. 

定义 4' 若两某贯 U / 及之差 U /—译} 为一零 8T, 则称此两贯同余.并以 

{a/> = {/3i}(mod {0}) 

表之. 

利用同余关系，又可将所有基傚分 类：域 于同一类之基 M 皆同余，不同类之基 
贫绝+ 同余. 于每•类中任择-基贯彳(^丨为代表而以 D 表该类. 

和上节一样，可以定义类之间的加、减、乘、除. 

所有类所成之系统,称之为有理数之彡-扩张之多扩张（此两#一致）.所有的类 
中包含类此类中之任一基贯皆以 a 为 f •极限，吾人迳以 = a 记之.所有这种 
类与有理数之 t 扩张成一一对应.今之问题即问此新扩张是否得出更大之系统?答 
案是否定的，此即 f 之定理. 

定理1由有理数经賦值太扩张时得出的系统是完整的，即任一尹 收敛贫 U} 
都有 f 极限. 

证：假定 Ud 是一欠收敛贯.命如是禽收敛贯 {&>} 的 t 极限，即 
a t = ^ limai n . 

故存在 n。 = n D (/〉， 使当 «<>(/) 时， 

— a[ n ) < +. 

今往证明有理数尻 

⑴ 

是衾收敛贾，珪其衾极限即为 U} 之 极限. 

由 

«“、 一 a ( m r Ji') ) ^ ^(.a^ay — a/) -f ^(a/ —<?，> + ^(a^ ( V> — ar ) 

< + + ^(a/ — a , ) + 士 
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及 U} 是衾收敛坍，可知 （1) 是 f 收敛贯.命 

jr — a , 

由 

於 （a — a,) ^ ^(a — <》(/，）+ ^(.ai — <<» ) ， 

可知 

jr lima/ = a. 

§8 •夂 adic 数之表示法 


在本节中命〆 a) =1 a 丨，.研究穴 adic 数的表 示法. 
1) 先研究有理数 

夺， (a,6) = 1. p 

b 

之 Z^adic 表示法.为此，研究同余式 

hx = a( mod p 1 ) , 0 < j < 〆 

之解.命其解为: r,， 吾人知 


由是 


故 


If 叫 ， 〆• 
Mis(f 一十 0 • 


由于 


-r- = ^- limx/. 

b t — 欲 

在§1中吾人已定义出 

x, = a 。 + a , /> + … t - a ,-, p 1 —、 ，0 ^ a . < />. 

♦ (x t _■!，）= ♦(a,p i + … 十 an〆— 1 ) < /> 、（ a/> + … + p~ if ~ u ^(ar^ 

丄_ 1 

… f - < «(/'>/> L ( c )). 

1 -士 

所以 U ,} 是拿收敛的.即以其在禽扩张中之极限 

a 0 十 a! p + …+ 〜 , p l ~ l + …， 0 < a» < 户 

为有理数之 / radic 表示法. 
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2) 其次，可得有理数 

fAa t b ) = l,p" || b (m 为彡0之盩数） 

的 Gaelic 表示法为 

/ > _ "(a 0 … +a〆 + …）， 0 ^ a. < p , m ^ 0. (1) 

幂级数 （1) 即为有理数表为 Z^adic 数之一般形式. 

如果在幂级数 （1) 中，有 


= a I^H = = ••• = **• (v = 1 »/) » 

此处/和 f 为固定的整数,1，则称此幂级数是循环的.此时可改写 如下： 
p~ m ((a 0 +&P + …+ a t p l ) H- p /+, (a/+i +a K */> + …+<2«_» 户 * _1 ) 

+ (a 什 i + /> + … + a/^p ^ 1 ) + …）， 

或简书为 

p m ( A -^ p ,+ l B-h 广 1 B + p 陶 B + …） • 

其中 

A = a 0 +aip -H ••• + a,p l , B — a^-j 4 - a M /> + •••+ a^p^ 1 . 

定理 1 有理数之/ ^ adic 表示法是 /> 的循环的幂级数，反之/»的循环的幕级数 
足有 理数. 

证：1)如果 

a = p " {A -f /» K1 B -h p ^ 1 B -h p ,+Ml B + —), 

此处 

A = a 0 + a】/> + … + a t p l , B = a l+x ~f~ / > + … + a ,. t p t X t 

则 

ap m -A = / > iU B4- /> <+f+1 B4- />*+* … B + … 

=/> w B(i + y + /» z, + …）. 

因为 

1 + 〆 + 〆 + … + /»*■- i f 

| r ^7_ i f ^ : |, = 严， ◊ (*>*。)， 

所以 


故得 


1 + 〆 + 〆 + … 


ap m — A = 


+ 〆 —•• = 
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即 

a = p m A -f- / > ,M -B • 

1 一 /> 

故 a 为一有理数. 

2) 先讨论有理数 

a = y -* J a I <C 1 * ( r ， j ) = l ， j 〉 0， r<0， p \ s. (2) 

设 fi 的指数 (mod s ) 为即 f 是适合下式的最小正整数 
p r = 1 (mod s). 

命 

1 一 p' = ms f m <C 0, 

则 



由于 U 1<1，故 mr 可表为 

mr = b 0 + bi p + … + bH p 卜 1 ， 0 ^ 6, < p. 

于是 

a = (6 0 + 6, /> + … + Vi 户卜 *)(1 + 〆+〆+•••) 

=(6。+ ^p 十 … 十 bt-ip ^ 1 ) + / > # (6 0 + hp + … + 6 卜 i〆’*) + •••• 

此表明 a 可表为 /> 的循环的幂级数. 

其次，对任意的正有理数(7，设(》= fl/6,( fl ,6) = 1,/r ||心则(/可表成 

p m a = a 0 + a ， 夕 + …+ a y p y + -j-* 0 ^ a, <C />* 

其中 f 或为 0 或合于 (2) 中各条件.故亦可表为的循环的幂级数. 

若一《为一负有理数，则先求出 a 之表示法，再求 

0 = / > + ( 户 ~ * 1) 夕 + (/» — 1 )〆 +… 

与 a 之差，即得 一a 之表示法，而 E 所得之/»的幂级数也是循环的. 

有理数的表示方法已得出，今再述一般之情况.先证如下之 P 的幂级数表 
p-adic 数： 

a =+ 〜/> + a 2 〆 + …）， 0 ^ a„ <. p* m ^ 0. (3) 

命 

x, = p~ m (.a 0 十〜夕 +〜〆 + … 

由于 Ud 是太收敛的，故其在有理数衾扩张中之极限 

a = p m (a 0 +ai/>+ a z /> z 十…）， 0 ^ a, <Z p* m^O 
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表一 tadic 数. 

已知形如（3> 之/>的幂级数表 p - adic 数，今问任一 ， adic 数如何表法？由上节 
我们已经知 道任- 众 adic 数即为一衾收敛贯在有理数之佘扩张中的极限，但 
任一有理数^可表为 

- p~ m * Cai n H-a[° /» + •••)， 0 < a[ n < p. 

若能证明在冇理数彖扩张中之极限也可以这样表出，则问题解决. 

对任一正整数 h 存在一正整数 U = L ( i >) ，使当 /,/' > L 时，有 

I a ( — at \ p < ^7. 

这表明当/ > L 时，心,心+, ,&«,••• 表成/>之幂级数时前面 f +A 项 (A 非负的整数） 
必须相同，由于 f 可以任意大，令 z — oc, 即得所证. 

总之，我们已证明了一切形如 （3) 的/>的幂级数（有限或无限）之全体即为 
/ >-adic 数之全体. 


§9.应 用 

关于 /radic 数之观念虽在本章中方才出现，但在已往本书中已屡次出现.如本 
章开始所述之结果即其一例.此例可推广为有名之 Hcnsel^l. 

定理 l(Hensel) 若 /U) 是一有整系数之多项式，且 
fix) = goix'ihaix) (mod p), 

此处 &( x ) 及 h c U ) 为互素之二多项式，则在 fadic 数范围之内有二多项式 gU ) 
= go (x)l(x) = ho (1)(1110£1 />) 使 

fix') = g(x)h(x). 

证 :命沿 ( orWor) 为二多项式适合 

g,ix) = g^(x) * A,(x) = haix) (mod p l ) 

及 

fix) = (mod p') t 

显然沁与 M 互索 （mod p ). 命 

g m (x) = g,(x) + p^(x) 

及 

h M (x) = h,(x) -f p l tp{x ), 

则有 

gn-i(.x)h n i (j) s= g,{x)h t ix) H- /» < (^(x)/i / (x) 

+ ( pCx ^ giCx )) (mod p 1 ^ 1 ). 
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命 

/(w 一枳”外(气） s 心) (mod/>) , 

P 

由于 Mx ) 及心 ( x ) 为互素 (mod />), 故有二多项式 〆 z ) 及 〆 : r ) 使 
/( x ) = ^( jt ) A /( j ) H -0( x )^/( x ) (mod p). 

故得 

fix) — Cx)h M (x) = /(x) — g, (x)A v ( j) — ^ / (^(x)A<(x) + «p(.x)g,(x')) 
s — fS(x)A/(x) — 0(x)^/(x)) 

s0 (mod p ,+, ). 

由于/(工）之次数不超过 A (: rH ,(: r ) 之次数，故可假定 ^( x ) 之次数 < A (: r ) 之 
次数，及 0(^) 之次数< ^( x ) 之次数. 幻 Cr ) 与 k,U) 之系数皆为彖收敛，收敛于 
/?(:*:) 与 / i (: r )， 故得定理. 

附记:请参考引 7. 10. 1，可以 Gaelic 数之观念说明之. 
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§ 1.代数数 

定义1 若 <>为一系数为有理数的代数方程 

/( x ) = <!•：!：• 十“ ㈠ 广 1 + … + a 0 = 0 (1) 

的根，则 r ? 称为代数数. 

例如全体冇理数•以及= %/=!■等等都是代 数数. 

若对 （1) 施行通分法，得 f 有理整系数①的代数方程.因此代数数也可定义为 
“有有理整系数的代数方程的根”. 

若 （1) 式为不可化，且 A 垆0,则称《 = #/为 t ? 的次数，易见有理数的次数为 
1;/的次数为 2. 

若 （1) 式为不玎化，并以 

少” ，沒⑴ ，…，沒<"> (2) 

表示 fU ) 二0 所 有的根，则由定理 4. 2.2 可知 次”关 t ? … （ I •关々 ） ，且若某 一 t ^适 
合一 有理系 数方程 gU ) = 0, 则其他 《 _ 1个 根亦必适合此方程.由是可知一代数 
数的次数是唯一确定的. 

定理1二代数数之和、差、积、商（除数非 0) 仍为代数数. • 

证:仅举和为例证之，其他之证法与之相类似，读者证之. 

设代数数 0 及#各适合于 

/(x) = 0, g(x) = 0, 

/( x ) , g ( x ) 均为有冇理系数的多项式，且沪/ = m^g = n .命 

= «⑴, a ⑴，… , a <B) > 这= m .、 

表示 /( x ) =0, 发 ( x > = 0的根的全体，则 a + /3 为 

h(.x) = fnt 

i-l *-i 

的根，但 ACr ) 的系数为及 〆 的对称多项式，故由对称多项式的定理，可知 
h ( x ) 也为有有理系数的多项式.定理得证. 


①在 丰章中 ，为: r ^ r 代数稱 败”区別起见•特称曾通的轚败 为有埋 镲败. 
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定义2若0为一首项系数为1,其他系数为有理整系数的不可化代数方程的 
根，则 d 称为代数整数. 

易见全体存理整数，以及等都是代数整数.又易证： 

定理2 代数整数之为有理数者必为有理整数. 

定理3 二代数整数之和、差、积还是代数整数. 

证明一如定理 1. 

定理 4 若 t ? 为一代数数，则必有自然数 g , 使矽为代数幣数. 

证：若 d 适合于 

a„d n 4- V 1 + …+ === 0 ， a, 〉 0 ， 

其中诸 a 都是有理整数.则因 

=0， 

故为代数整数. 

定义3 若^及厂 1 都是代数整数，则0称为单位数. 

例如 i ‘,3 — 2 W 都是单位败. 

定理5 为单位数的充分必要条件为必须适合一个首项系数为1,而未项系 

数为土 1的有理整系数方程. 

证：因 若5适合于 

a n x n + … + a 0 =0 ， 

则 iT l 适合于 

aox" + + fl«-i j + fl, = 0 ， 

故得定理. 

习题 1. 试证系数为代数数的代数方程的根还是代数数. 

习题 2. 试证首项系数为有代数整数为系数的代数方程的根还是代数整 
数. 

习题 3 .试证以代数整数为 系数且 f 项末项系数皆为单位数的方程之根还是 
单位数. 


§ 2•代数数域 

定义1设 F 为一由复数所成的集合，若 F 中至少含有二个不同的数，并且对 
于 F 中的任意二数，他们的和、差、积、商（除数非 0) 也在 F 中时，则称 F 为一数域， 
或简称为域. 

例 1. 全体有理数 构成- 域.今后常以 K 记之. 
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显然，任一域中必包有 I = 1及 J 一 0 = 0,所以亦包有]+1 = 2,1 + 2 = 3, 

…，1+(« — 1> = 71及0_；| =—《，即包有所有的有理整数，因此亦包含所有的有理 
数.故任一数域必包有有理数域 /?. 

例 2. 全体实数成一域. 

例 3 .全体复数成一域. 

例 4. 由定理 1. 1,全体代数数也构成一域. 

例5.易证所有形如^ + 6|(«,6为有理数）的复数也成一域. 

定理1 命^是一”次代数数，则所有形如 

+<^0 + ^2^ + …为有理数） （1> 

之数成一域，&(1>式所表之数各不相同. 

证:若 

a 0 +aid + a z t? 2 + …= b 0 4-6,t9 + 6 a ^ z + ••• 4- , 

而〜外不全等于 6*. 则0适合于一个次数不高于”一 1的代数方程，这与 t ? 为；!次 
代数数的假定相矛盾，故由<1)式所表示之数各不相同. 

再证所有形如 （1) 式之 数成- 域•命 fix ) = 0为 d 所适合的不可化方程，乂命 
a = aid ) = ac + aii ? + …+ a , iiJ " -1 , 

P = 6(t9) = 6 0 H- 6, t? + - 

显见 《 士; 3 亦为 （1> 之形式.又由定理 4. 1. 1知有 9 ( x ) 及 r (_ r ) 使 
a ( x )6( x ) = q ( x ) f (. x ) 4- r ( x ) , 9 °r < d ° f = n , 

9(： r ) 及 rU ) 均为有理系数多项式.以 i = t ? 代人，得 
ofi = a (汐) bid ) = r (0) 

仍为 （1) 之形式 • 最后若 )9 不等于 0, 则 6( x ) 与 /( x ) 互素，故有有理系数多项式 
及 K * r )， 其中 sU ) 之次数低于 n , 使 

s (. x ) b (. x ) tix ) f (.3 c ) — 1. 

以 X = d 代入，得到含=^),故可知 f >亦为 （1) 之形式.定理得证. 

定义2 定理1中所得之域谓之在有理数域/?上添加 d 所得之单扩张，以尺(刃 
表之. 

例5所述之域即为 /?(£). 

定理 2 若 t ?#0, 则尺(扪即为由代数数 J 经加、减、乘、除（除数非0> 所演出 
之数之最大集合. 

其证甚易，读者自证之. 

定义3 由有限个代数数久 ，…， 汰经加、减、乘、除（除数非 0) 所演出之域，淠 
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之 K 上之有限扩张，以 (久 ，… ，汍〉 表之. 

定理3任何有限扩张必为单扩张，即对于任何有限扩张 R (久 ，…，况），可以 
找到代数数1使 

R(.d\ »•••»{?/) = 

证 :仅就 / = 2的情形证 明之. 由归纳法，极易推得-•般的情形. 

命么及办所适合的不可化方程各为 

fix ) — x m + … + a 0 =0， 

g (. x ) = x n 广 ， + … + 6 0 = 0, 

其中诸 a 及诸 6 均为有理数.又命此二式之根各为 

dx = * d\ n ►••• * d \ m) ; d 2 = ^ ^ , 0 i m \ 

取 A 为一不同于所冇的 

典_> —典 V> 

次 •> 一 A ) 

的有理数， 则讲” 个数各不相同. 

命 

t5 = /«?! H- 1^2 , 

今将证明 R ( d ) = R (久 ，久），只须证明久，久均在 R(t5) 中，便已足够. 

命 


F(x) = nn (JC 一 （W+ttf，）>, 


H(x) 




补》 


tz\t=x +W 

由对称多项式的定理•可知及 HU ) 均为有有理系数的多项式.以 i : 
入，因 F ( x ) = 0的根各不相同，故得 

H ( J ) =广(如办， 〆 (<?)关0， 


占代 


此处〆（《?)表示 FOc> 在工=占处的导数.于是& = 在扒扪中，随之込= 

也在 K(«9) 中，故得定理. 

由此定理，今后只须讨论单扩张.称 K(«?) 为代数数域，的次数为 /?(«?) 的次 
数. 

例5中之域 RCO 为二次域.有理数域 K 为仅有的一次域. 


定理 4 若命 D 经过所有的不等于1的无平方因子的整数，则 /?(yn) 经过所 
有的二次域. 

证:命 R (扪为任一二次域，而命所适合的不可化方程为 
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其中 fl ，6， c 为有理整数.又命 


则闪 


b 1 — Aac = q 2 D, 


~b±qVD 

所以 R (0) = R ( VD ). 于是定理得证. 


§3•基 底 


在本节中以 RW 表示一 ”次代数数域.记《?= 次 n ,并命^，…，次 •> 表示沒所 
适合的不可化方程的其他 n — 1个根. 

由上节定理中任—数^必可表成 

a — aid) = a 0 +<iii9+ … 

的形式，其中 A 为有理数. 

定义1 令 a ⑴ = a ，称 a ⑴=> (走= 2，3，…， n ) 为 a 的共 轭数； 又称 

S ( a ) = a ⑴ + …+ V 》= a ( y " ) H - f >， 

N ( a ) = a (,> — a < - ) = a ( t ? ⑴）…“(夕⑷〉 ， 

为 o 的迹与矩. 

易见 

S( fl + 卢）= S ( a )+ SC ^), 

N(a^) = N(a)NCfi). 

由对称多项式的定理，町知 S ( a ) 及 N ( a ) 均为有理数，特别如<»为冇理数，则 S ( a ) 
= na ， iV ( a )=«” •又若 a 为代数整数，则亦为代数整数，故 S ( a ) 及 NU ) 均为代 
数整数，但已知其为有理数，故均为有理整数. 

若 a 为单位数，则由 N ( a ) N ( a -1 ) - N ( ca ~ l ) = N ( l ) = 1 及 N ( a ) > 均 
为有理整数可知 N ( a ) =士 1. 反之，若 a 为一代数整数， N ( a ) = 土 1. 则得 a 1 == 
士 亦为代数整数，故^为单位数.故得:代数锒数^为单位数的充要条件是 

N ( a ) =士 1. 

定理1 设 a 是 R ( i ?) 中之一数，命^所适合的不可化方程为 
hCx^ = 0 » d°h = I. 


又命 


g(x) = JJ (x — a <u) ) * 
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则 g ( T ) 为一有有理系数的多项式，且 

g ( x ') = cChCx ))^ 1 , 

其中/丨为一有理数. 

证： 由对称多项式的定理，立刻得到 gU .) 为有有理系数的多项式. 

命 a = a ( tJ ) ，则因 

h(.a) — A(a(i?>) = 0* 

所以 

A ( a u, ) = Mfl (沪， >) = 0. 

亦即 ff ( x ) =0的每一个根，同时又为 A ( x ) = 0的根.因 hU ) 为不可化多项式，今 
hCx ) = 0与 g ( x ) = 0有公根，故必 h (, x ) | g (: c ). 命 
g ( x ) = h ( x ) gi ( x ). 

若扪 （/ 为一常数，则定理已得证》否则因幻（: c ) =0的根皆为 AU ) =0的根，又 
有 hix ) | gy (•!). 命 

g \ ix ) = h ( x ) g 2 ( x ). 

续行此法，因 g ( x ) 之次数有限，故最后可得 

g ( x ) * c ( Mi > V ", 

定理得证. 

由定理可知，若 a 是/次代数数，则在 V ”，…， a 00 中，出现/个不同的数,且每数 
出现 n / Z 次. 

定义2 若在中能找到一组数 a ,, ，使尺 (扪中的任何-数，都可以 
唯一地表为 

qa, 4+ a m a m 

的形式，其中 七 （1 为有理数，则称 为 R ⑼ 之基底. 

易见 a , ，-, a „ 中之任一不能衮为其他 m — 1个的系数为有理数的线性组合. 
由定理 2. 1可知即为 Rid ) 之-•组基底，所以基底是存在的. 

定理2 之任一基底中所含元岽之个数相同， R 都等于 

证： 读者可仿定理 14. 9. 2补出. 

若 tn , …， 0 ，及仏， … ，戽为 K ( t 9) 之两组基底，则由定义，易知有有 理数& (1< 
«/•，*</!)使 

a> = 

且 

an … a u 

I «>» I = . # 0. 

… a 霸 
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定义3 设幻，…,〜是尺（《9)中任意 n 个数.称 

a! u - ai n 2 
A(ai ♦**• »a a )= . 

V 】 … # 

为 ai ，•••*«■, 的判别式. 

定理3 判别式有下列诸 性质： 

1 ) A ( a ,,-* a .) 为有理数，特別若 a , 为代数整败*則 A ( a , ，- Sa .) 为有理 

整数. 

2) 若奶，…，及仏，…，洱为尺 （ t ?) 的两组基底，〜= $>>)3*(1 <■)<«), 则 

A(ai ，…， <*•> = I a# A(/Ji ， … ，爲 ）. (1) 

换言之，对 /? (扪之所有基底，其判别式之符号相同. 

3) 若 为 RW 之一组基底，则 A ( a ,,-, a .) 鈐0 ; 且反之亦真. 

证：1)由对称多项式之定理立得所云. 

2) 易知 

a ； ；) - <!<>./<«>. 


A(ai *•••，<»,> 


ai 1 ， • 

•- 

2 

an * 

•* a,. 

2 

/T • 

•• ft” 

a 产 • 



«-• # 

*• a m 


^ • 



3) 因为 


= I ajk I 1 △(戽 ，…，洱). 

△( 1， 夕， … ，厂 1 ) = ( IX (0 ij) 一夕 ⑷ ）） 2 尹0 , 


故由 2) 可知对 i ? (扪 之任何一组基底 q ，…, a .有 △(奶，…, a ,) 关 0. 
反之，若 A(ai »— » o „) # 0,命 


*=i 


A(oti ， ••• ， a*) = 丨 |* A(1 »{?»••• ) t 

所以 1 6 j » 1 尹0,故能由 ai ， •“， cu 表出1， 沒，… ，沒 "~丨 ，印 a 、 ， … ， a . 成一基底. 

定理 4 假定次》 ，…， 夕“中有 r , 个实数 ， r 2 对共 轭复数 ( r ,+2 r 2 = n )， 则对 

RW 之任一基底 <>,,••• 常有 

( 一 I)"" 1 A(fli •"• ， <!” ）〉 0. 
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证： 由定理3,今只须考察 ai = l, az =沒•…，之情况.已知 

△(1， 占 •…， 《 r ~ l > = ( H -^))\ 

!<><*<» 

当次“ ^ ^ 时 (3 表示 t ? 之共轭复数），常有 

(( 夕” - d tk , )( d (ii -?**))* >0, 

而 

(妒 , < 0 ， 

故得 

(— D ^ Adti ?* —>0. 

§4.整 底 


在本章今后各节中，若无特别声明•常以整数代表代数锒数. 

定义1 设叫，…,^ 为 RW 中的 m 个锒数，若尺(扪中之任一整数都能唯一 
地表为如下的形式 

auui -r ― -r 0 „ 0 )„ * 

其中和， …， 〜是有理整数•则称 OM ， …，叫 为 /? (扔之-组 整底. 

定理 I 整底是存在的，更具体言之，基底 


其中诸 Wi ( i < 7 ’<«) 抒为整数， a 使丨 au ,， …， 《■) 丨之值为最小者，为一组整底 • 
证:命 g 为使扣为整数之自然数，则 

1，矽，（矽 >* •…，（矽 

全为整数， y ■组成 k (⑴之基底，故冇全为粮数的基底存在 . 

今证明使丨△(如•…, &) I 之值最小之基底糾 ，… ，从即为整底，因若不然，则有 

整数 


to — Ui(o\ -h ••• 4- a,<o H t 

其中不全为有理整数.又不妨假定 a , 不是冇理整数.命 a , = # + 为一有理整 

数，而0</< 1.则 

co\ = at 一 goj\ = ttoi < 12(02 4- ••• H - a a u} n 
也为整数，且 《/丨 ，斯•…， 叫 也是 K (扪 的基底，因 

I △(a/i ， a；2 ♦ ••• »cw» ) I = I △(cui ♦…， Wn ) | <C I △(cui ♦ ••• »o;” 〉 I » 

这与丨 1 取最小值之假定矛盾，故得证. 

由此定 理町知 整底也足基底，故粮底中所含元素的个数亦为 n . 

定理2 整底的判别式皆相等.即设奶 ，… ，叫及 《/,••• ⑼', 为尺 （ t ?) 之两组整 
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△(oil ，•••，£!>„) = A(a/i ，••• 》«»/”）• 

证：因 wi ，…， a > B 及 a /〗 ，…，《«/„均为整底，故有 

<**/ = ^j a }k<o\ * ttij = ^ b^uik ， 

*-t *-i 

其中％及心皆为有理整数.由此可得丨 M 心丨 =1,即！以丨=土1, 1^1 = 
土 1.故由定理 3. 3即得所证. 

定义2 称 Rid ) 的整底的判别式为域之基数，以△或△(/?(的）表之. 

定理 3( Stickelberger ) 基数 △ s 0或 l(mod 4). 

证：以 … ，厶 表示1,2,…，; * 的一种排列法，而心. •••' 随£,,•••，:„为偶排列或 
奇排列而为1或- 1，于是由行列式之展开法， 
a / i ” … a > i "’ 

. . ^衣】，…“ •以 ( I ' 1 '…如:、、 

=^ + 2ij = a + 2rf$ 

其中7为一代数粮数，而 a = S 为 少'… ，次“的对称函数，故为 

有理数，因之亦为有理锒数，于是有 

厶 = (a + 2 ij ) 3 = a * + 4々(7 + fl ). 

因整数 v (7 + a ) = 为有理数，故为有理裱数•于是得到 

厶三 a 2 三0或 l(mod 4). 

今考虑二次域 R ( y ^ D ). D 为一无平方闪子的有理整数. R (/ D ) 中任意一数均 
能表成 

a + 6 -JD 
a " 一- 2 


的形式，其中为有理数 . a 的迹与距各为 


a z -b 2 D 


定理 4 二次域尺 ( v ^) 中， a 为整数的必要且充分之条件为 a ,6都是有理整 
数，且适合 

a = 6 (mod 2) * 当 D 三 1 (mod 4) 时； 

(4) 

a = b = 0 (mod 2), ^ D = 2,3 (mod 4) 时. 

证：因在二次域中， a 为整数的充分必要条件为 S ( a )， N ( tt ) 全为有理整数，故 




若 a ， b 全为有理整数，且 (4) 式成立，则 a 为整数. 
反之，若 a 为整数，则 


为有理整数，于是 


= a 2 - 4^ -—^ 


亦然，但 D 为无平方因子的存理整数，故6必须为有理整数.又由 
a z — 6 Z D = 0 (mod 4)， 

可以很容易地导出 （4) 式，十是定理得证. 


故当 D 兰 1(mod 4) 时，- 


为整数，而有 


a -y b -/D __ 
2 5 


1十 

f ~2~ % 


I 1 1 2 

Iv/D -VD 


4D ， 1+V^ 1 — 



于是得到： 

定理 5 若 D 为一无平方因子的有理整数，命 

r D f l + x/n D = 

△ = 七^ - = \ 2 . 当 


D = 2，3 (mod 4 ) , 


则厶为的基数，而 l,w 为一组整底，又 


{ a-\--/K 


亦为的一组整底. 

由定理6可以看到在二次域中佾能找到一整数…使 1,(0 为域的锒底，但在一 
般的情形，亦即在/!次域 K ( t ?〉 中 （ n > 3)，未必能选出整数 a ;， 使 

1，《£!，••• 

构成 R ( d ) 的整底. 

例.命《为 

fix) = X 3 -X 2 -2 x -8 = 0 

的根，今将证明在域尺 ( a ) 中决不能找到锒数 tu ， 使为其整底. 

因士 1，±2, 士4, 士8,均非 /( a *) = 0的根，故 / Cr ) 为不可化，而尺 ( a ) 确为三 
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次域.又易 E 


A( 1 »a»a ? ) = —4 • 503. 


因/3= 土适合方程式 


giy) = y + y +2_y — 8 = 0 ， 

故卢为 /?((») 中之整数.若以表 /( x ) = 0的另外二根，则 


A ( l , a ^)= 1 a \/ a \ 




= ( N (^ F Aa ' a,a!)=_503 - 

因 Adm , 妒关 0,故 l , tr , 分为 /?( a > 的基底.又 l , a ,/9 必为 i ?( a ) 的一组整底，盖若不 
然，命△为域的基数，则必丨 A |<503, 由上节 （1) 式，可知必有一不等于1的自然数 
a ， 使 

一 503 — a 2 At 

但503为一素数•故不可能，所以 l ， a ， 肖必为域 RCa ) 的一组整底. 

命 a ; 为 i ?( a ) 内任一整数•则有有理整数 a ,6, t 使 

u ) = a + ba + c ^. 

因 

o* —a + 2-H-^- = 2 -t a 2^3, 


〆 =-^3-24-= 一 2 + 2 a — 沒， 
P 


ai z = a z +6 2 (2+a+ 2/?) +c*(—2 + 2a — 分） +2a^ a +8 反十 

=(a* H-26* -2c* + 86c) + (6 2 + 2c* + 2aA)a+ (26* -c* + 2ac)jS, 

因此 

la a*-»-26 2 -2c*+8Ac | 2 
△(l,cu,a> 2 )= 0 b b z 4 - 2 c l -f- lab | •厶 （ l ， a,/3) 

0 c 2 b 2 一 c * 十 2 ac 

= 0(mod 4 • 503 ) ， 

所以不论 co 为 RU ) 中任何整数， 


不能为 /?( a ) 的整底. 
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§ 5.整除性 

定义丨设为二整数，若有一整数7，使<*=-啟，则谓之可整除 a , 并以只丨《 
记之.或称《是0的倍数，/?是 a 的因子. 

定理1 命 

g(.x) = aix 1 4- — + ao » a ； # 0. 

ACr) = j9 m 工 * + …+ 诙 ，；# 0 ， 

此处诸 a 及0都是整数.又命 

g(x)h(x) = y 〜 r ,v _ + …+ ， 

若有一整数 S 适合 

S I y „ (0 < U < {十 m )， 

则必有 

S I a ^9 u . (0< t ;^/,0^ ttr < m ). 

定理之证明有赖于次之二引. 

引1若 

fix ) — + …十占。，” > 1 

是一银系数的多项式，且有一根…则 

1^1 
x _ P 

也有粮系数. 

证：当 ” =1 时屮 = ^ 为- 整数，则引理成立. 

Oi X "― /i 

今于 n 上施行归纳法，假定本引理 对”一 1次多项式真实，由于适合 
y + •••+ 衣 iry +^ ar 1 =0, 

敗8+ 为一整数（本章§ 1习题 2). 所以 

茗 ( ：〉 = fix 、一 {x — fi)8y' 公 if(x) — 5,ar") 8 n /uo n 1 

为一次数不大于”一 1 的幣系数多项式， fl 有# 为其根.故由数学归纳法的假定，有 
锒系数多项式 AU )， 使 

g(x) = Cx — fx)h(.x) * 

于是 

/(x) = (x — / X)(<5 ■工 H +AU )〉， 

引理得证. 

引2 命 w ， …,幻为 （3) 式任意 r 个根，则 


(1) 

(2) 

(3> 




第十六章代数数论介绍 


占 W ./ i , 


• 419 • 


是整数. 
证：因 


/(J) = —) — (jt — ^| r ) — (x —♦ 

应用引1，可知 


_ L^l _，… 

X — / 2 , ix — — / Jtn ^ 

皆为有整系数的多项式，故得证. 


_ fXx) _ 

(I 一 1 > … J — /i.) 


d m (j — fJL\ )•** (X - fir') 


定理 1 之证明 若 / = 0 或 m = 0 •定理 M 然真实，故不妨假定/>0及讲> 
0而讨论之.将 w * r ) 及 h ( x ) 分解成 

gix ) - - a/(x — ^ » 


则得 


hix) = — ifx )•••(.：[ — rj m ) t 


)/ Kx ) = 右）…（之 一右〉 （文— 沪） …（工一 如） 

为整系数多 项式. 若命 <Jo = To = 1 * Oi ，…， < T < -j T t ，•••， r m 分别为 6 ，…，各及，…， 
r ) m 的初等对称多项式.则由引2,可以推得对任何 0< t ；</,0< w < m 中之1；,如, 

ai^m _ 

~~ Ol-vT m-w 

泞为整数.再由多项式的根与系数之关系， 


于是 


a» = 土 atai- v * 
禾 =士氏^一， 


为锒数. 

由整除性十分自然地会联想到代数整数之因子分解定理及其唯一性的问题. 
但在全体代数整数的 范围内 ，讨论因子分解是没冇意义的，因为一个锒数 uj 能 
表示为无限多个整数的乘积.例如 

2 = 2 vi - 2 U4 • 2 1 ' 1 •…， 

此点提示我们必须限定因子所在的范|钆所以我们仅讨论在某一代数数域 K (扪内 
的粮数分解的问题. 

但在一代数数域内可能有无穷多个单位数.设 e 为一箏位数，则任一整数可表 

示为 



因此若 i ?(«9) 内有无穷多个单位数•则 a 可能有无穷多个分解方法.例如在及(万）中 
( l^VzrCn =士1，±2,…）都是单位数，所以 R ( V 2 ) 中的整 数就町 能有无穷多种 
分解法.为了避免这个问题，我们引进“结合”的定义. 

定义2 若二整数仅相羞一单位因子，则 a 与於称为相结合. 

显然有次之三性质：1)«与^相结合|2)若(》与戸相结合,则戸与 0 相结合|3)若 
a 与/3相结合，与 y 相结合，则 a 与 y 相结合. 

定义3 对于整数《，若有 R ( cJ ) 中的整数 0, y , 且均非单位数，使 
a =鯽， 

则称 a 在1?(扪中可分解，否则称为不坷分解. 

定理2 在 R ( d ) 中任一代数整数可以分解为不 可分解 的代数整数的乘积. 
证:若 a 不可分解，则定理毋待证明.若 
a 二 pr ， 

而少 y 均非单位数，则得 

I N ( a ) 1 = 1 N (/?) I . I NCy ) |, 

由于 Ay 均非单位数，故自然数丨 N (^) I , I N ( y ) 丨为丨 N ( a ) I 的真因子 ， BP 

I N ( a ) |>| N (^) |> 1, I N ( a ) |>| NC /) |> 1. 

故可用对 I N ( a ) I 施行归纳法而证明本定理. 

余下的问题是分解的方法是否唯一的问题，此乃代数数论的一个重要问题.今 
具体的考察二次域尺 （ y = r ^) ，我们将证明在此域内唯一分解的性质不成立. 

因一 5 = 3 (mod 4)，故此域内之整数都是次之 形式： 
a = a + 6 5， 

其中 a , 6都是有理整数.今将证明在此域内，2,3，1 士 都不可分解，且2,3不能 

与1 + v^,l — 相结合，于是由 

6 = 2*3 = (1+ v ^ Kl - v ^ T ), 

口了知在中唯一分解定理不能成立. 

丙 

1 N (2) | = 4, | N (3) |=9， J N (1 士 1-6， 

故 2,3 不能与 1 + 相结合. 

又若 2 在扒“ 117 !〉中可分解，命 

2 = ^, | N ( a ) 1>1 •丨 N (^) 丨 >1. 

记<^ = « + 6 v ^， 则因 I N (2) |=4,故必须 

| N ( a ) 丨=“*+56 2 = 2， 
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何此乃不可能之事，故在 i ?( v / 二 T ) 中2不能分解，同样可证 3，1 士 在 
^( v ^) 中不可分解. 

为了解决这一问题， Kummer 氏发明了理想数的概念. 

§ 6•理想数 

今确定一”次的代数数域/?(扪作为基础. 

定义 1 命奶％为尺（《5)内任意《?个整数.称所有形如 

妒仍+…+ 17 ^( 71 ，…，屮为尺 （ J ) 中的整数） （ 1 ) 

的整数所成之集合为由《,,•••,%演成的理想数，以 [ a ,, …， 《,] 表之. 

为简甲-起见•在今后讨论理想数的一般性质时，常以德文大写字母诅, 氾 , (5, ①， 
…来表示理想数. 

定义 2 由一个整数《所演成之理想数 [ a ], 称为主理想数. 

只有一个锒数 0 所成的集合，亦成•理想数 [ 0 ]. 今假定以后所讨论之理想数， 
均非 [ 0 ]. 

理想数[〗]表示由 R ( d ) 内全体整数所成的集合，称为单位理想数，以 D 表之. 
定理 1 理想数杳次之 性质： 

1 ) 若 a ，/9 在其中，则 cr 士 /?亦然， 

2 ) 若(》在此集合中，而 7 为中的任一整数，则 7a 也在此理想数中. 

证：其理显然. 

由此定理，若理想数贝中包有1，则31中包有 RCO ) 内的全体整数，所以级= 

[ 1 ]. 

定义3 设饵= [ 01 •…，〜]及® = [^，…，尽]为 R ( d ') 上的二理想数，当纸中 
毎一整数均在圯中，而95中每一整数乂均在 21 中时，则称它们为相等，并记贝=乳 
由此定义 立得： 

定理 2 二理想数贝=[幻，…，《,],氾=[戽，…,尽]相等的必要且充分之条件 
为 

r 9 

a.. = ^ *Pi = 2 V^ ai * (2) 

>-1 i-l 

其中 1 <《< 9 ， 1 <)</*，而诸（及 1 ? 均为整数.更由此可得 : 若[ <1 ] = b ], 则 a 与 
戸为相 结合. 

设〜，…， a , 为任意《?个有理整数 d 为他们的最大公约数，则由最大公约数的 
性质，必有有理整数 A ，…， ■!, 使 

d = a , X , + 4- a ^ r f « 
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所以在有理数域中 [ a , ，…， a ,] = [ W , 亦即在有理数域中，只有主理想数存在. 

但若考虑域 /?( V ^)， 由上节最后之讨论，口了知理想数 [2,1 十决不能 
化为主理想数，所以有非主理想数的理想数存在. 

定义4 理想数 

[ ai 卢】，… taifi , ，… ， a 2 尽，… ， a 々 r ] 

称为理想数 

贝= [ ai ，…， a ，] 及93 = ， … ，体] 

的乘积 ，以诅•氾 记之. 

定理 3 贝与圯之乘积与诸^及/3之选择 X 关，亦即，若 

31 = [ a 】 ，…， a ，] = [ a ; ，…， a :]， 

沿 = [戸1，…，尽 ] =，…， 〆 _] ， 

则 

31 • 83 = ， …， cri 展， a :/?， ，…， a * 爲■••”，<*為] 

= [a'i〆" … *a\^t … ， a;〆 ， … ， </〆]• 

证明可以很容易地从理想数相等的定义得到，读者自证之. 

易见对任何理想数21,有 D - 21 = 21. 

由乘法定义，不难证明： 

1 ) 交换律 31- 95 = ». 21； 

2) 结合律 （21 • ©) • 6 =诅 •（93 • 这〉. 

因此可用归纳法定义=(乳…礼•礼及 31" =妒 1 . SUm 为任何肖然 
数）；并定义对任何理想数贝,妒= D •于是易证下列诸 性质： 

汲"•沈=诅…， 

(^)- = 5 T "， 

(21 • 95)- = 91" . S3". 

定义 S 命21,58是二理想数，若有理想数6使 
诅=圯*€, 

则谓之氾可整除这，记如氾丨乳氾,<5称为21之因子. 

显 然有： 

1 ) 若 ® I 33,58 | 级，则 ® | 2(, 

2 ) 若®丨贝，而①为任何理想数，则奴 D 迅®, 

3> 对任何理想数諷，有 

0 | 21, % 1 % 

定理 4 若93丨31•则21中任一整数都在93中. 

证：命 诅= 93 • 6,而93 =[译，•••，/?>■]•© = [>〗，…， y ,]. 则凡21中之数 a 诗为 
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« = Z = S 

i-l 4-1 >-1 *，1 

之形式，其中％为域中之整数，故《在》中，定理得证. 

在下节中将证明定理4之逆亦成立，即若31中任_整数都在氾中时，则必 

» | %. 

由定理4可 得：若 31 | C , 则《 = C . 

§ 7. 理想数的唯一分解定理 

定理1 对于任何理想数货一定能找到一个理想数氾，使21,氾的乘积为一由 
一自然数《演成的主理想数 [ a ]. 

证:若试为一主理想数如进= 0], 則取® = [ a (,> •• 为 a 的共 

轭数，于楚取 fl =1 N ( a ) I ，立得 

3 l .® = [ a > t2 > - a < - , ] = [ a ]. 

若迈非主理想数，命51 = …，如]，作多项式 

fix) — aix 1 -\- ••• -f ao. 

又命 

尺 ( j ) =/9_* r " + … + 典 (m = ( n — 1)1) 

适合 

/< j )^( j ) = JJ + …+0^》 ） 

J m， . 

= 0+ 麟 X /+ 鳙 + ••• + C 0 » 

其中诸 r 都足有理锒数，于是请也均为中的被数.命 

氾=[本，…，庳] 

及 

a = (<7+ 麟 ， … ， c 0 ) ， 

今往证明 

31- [ a ]. 

因对所有 + 有 

a \ c kt 

于是由定理5.1，可得 

a | aj?. (0 ^ /I ^ /*0 ^ v ^ m )， 

所以 皆在 0] 中.反之，因 a = (<^"",1：。），故有有理篌数4_^"，木，使 
a = c ,. m d^ m + ••• - hc 0 d 0 . 




• 424 • 


数论导引 


又因 

Ci ~ a^ ¥ 



故有 

/ m 

a = S 2 V_ a A ， 

声 垂0 »_0 

其中诸 >7皆为尺（⑴中的整数，所以 a 在21 • S 3 中.因此 

• S3 = [a]. 

定理2 若诅 • 6 = 21 • SD ， 则必 a = X . 

证:取 33及自然数〜使 

迸•沿= [ a ]. 

于是有 

[a] • 6 = [a] •①， 

此等式之意义为由 (5 中各数乘以 a 后所得之集合与由①中各数乘以《后所得之集 
合相同，所以得到 

(5 = 

定理3 若理想数 G 中每-元家均在另-理想数21中时，则必 

% I 6. 

证： 取氾及 a 使 

贝•圯= [ a ], 

于是氾 • (5 中每一元索均在笾•氾= [ a ] 中，故可命 

9J . <5 = [ay, ,•••,«/,] = [a] - [y, ， … ， y g ] 

= 93 • 31 • [ 7 , ，…， y ,]， 

而得 

6 = 21 • [ y ,，•••，△]， 

定理得证. 

由本定理及定理 6. 4可知33丨21的必要 JI 充分之条件为沉中每一元素均在93 
中. 

今往讨论理想数的分解及其唯-•性的问题. 

定义1 若一理想数只有二个因子，即除了 C 及其本身以外別无其他因子者 
称为素理想数.通常以汨表示索理想数. 

易证在有理数域中 [ P ] 为素理想数，其中 P 为普通的有理素数. 

定理4任与二理想数 5 l = [ ai ，…，％]，《=[爲 ，… ，庠]•则有唯一的理想数① 
具有次之 性质： 
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1) 3) | 21,® | 58； 

2) 若另有一理想数丸，丸1 21，取 | 95,则丸丨①. 

® 可言者，①中任何一数都能写成 a +/?的形式，《在31 中以在 氾中. 

证：史= 0 丨，… ，确，…，体]即有上述诸性质. 

敁然有 ® 丨级,①丨双又若有理想数①，丨笾,① ，丨 》，则① ，包有 21及 队 故亦包 
有尤，所以有丸丨①. 

再证明①之唯一性.若吖也具有1>,2)二性质，则 
①'丨汜，① | 吖， 

亦即 T 中各数均在吖中，而吖中各数也均在汜中，所以 

^ = X . 

又因汜 = [ ai ，…， a ,， 择，…，戽]中任何 一数都能写成 
7 i ⑴ + …+ + 1 戽 + …+ X , p r 

的形式.命 a =切 a , +…+ 7仏，卢 = 泽+… + A 4,, 则 a 在 m 中,芦在氾中，因此 
汜中任一元索都能表成 a +/3 的形式. 

定义2 定理4中的①称为饥，沿的最大公因子，以①=(级,®)记之，更可定 
义(轧•…，3^,3兩）= ((3 l ,,"., U ， 扎〉•若 (31, 奶篇 D , 则称 31,® 为互素. 

易 证:若 (21，沿）= X ，则对任何理想数 ( S , 有 
(舰，观）=谈 

定理5 若艰 为-岽 理想数，且圯丨 2 H 8, 毋七贝，则犯 | 汎 
证：因书才21,所以 


(^33,2C93) = SB, 

又闪屯丨奶3,所以汩 .泜 

定理6 任何理想数都只能有有限个不同的因子. 

证 ：对于 31有理想数33及自然数 a , 使 

31* «= [a], 

故诅中含有《，且31之任何因子亦含有 a , 故若能证明含有一个固定的自然数的理 
想数，只可能有有限个，则定理明矣. 

设诹= Oi ,… , a „] 为一含有的理想数.又设明，…，叫为 i ?(<9) 的一组整底， 
于是诸 a 能表成下列形式： 

o> = g,\ot\ H - H g in ui n Cl <i < rn), 

其中诸#为有理整数.再令 

= aq^ + r> (0 < ?> < a) • 
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爲 = Q>k(Ok * 7j = t 

暑 =1 *«» 

于是得到 

<*) ^ ^ 

又因 a 在骱中，所以 

= [o/5i + 7i ，•- ,a^ m 4 - y m .a] 

=[y" … ， y» ， a]. 

因为只有有限组 y ,, …， y «, 故含有 a 的理想数，只可能为有限个. 

定理 *7( 理想数之基本定理）任•一不同于 C 的理想数21可以分解为素理想数 
的乘积，且若不计其排列之次序，则分解法唯一. 

证：因为任何理想数只町能有有限多个不同的因子，故可对饥的因子个数实行 
数学归纳法. 

先证明分解之可能.若31已为素理想数，则毋需再证；若不然，而 

则因93,6的因子个数少于的因子个数，故由数学归纳法，得到证明. 

再证分解的唯-•性.假定 

51 =恥恥…恥=軋妬…屯二 (1) 
若饵是索理想数，则/ = m = 1. 毋待证明.若31非素理想数，则/ > 1 ,m ；> 1.因 

% 1 K , 

故必有-取 （1 <)< m ) 使取=取.不失普遍性地可以假定 j = 1.于是 
%•••%= «• 

由数学归纳法假定，定理得证. 

因此可将任一不同于0的理想数肩为 

聊脚•.聲 

的形式•其中诸汨各各不同，七为自然数.又若不计诸珥之次序，则这种表法是唯一 
的. 

习题 1. 任与二理想数汲及 汜 ，必有 -- 整数 a , 使议丨 [ a ], 且 （[«], 如 0) 二 51. 
习题2.任何理想数级皆能表为的形式 , a ，沒皆为整数 ，且# 可取为21中任 
何整数（在习题1中取氾,[扣使适合迓95 *= M ). 

§ 8. 理想数的基底 


设 a ；, ,… 为域尺 （ ㈨ 的一组整底，而31为 RW 上 的任一理想数.因诅中任 
— 元素都能表为糾 ，…， 队的系数是有理整数的线性组合•再由定理 6. 1，故能将21 
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看作叫，…，叫的一个线性模.又对理想数21，必有理想数氾及自然数使 

2195= W . 

因此⑽， ，…， aw , 都在级中，而因这《个数是线性独立的，所以31是，…,叫的一 
«维线 性模. 由第14章第9节的讨论,可知级必有底，且21的任何一组基底中都必须 
含有 n 个整数.特別的，我们更可 得到： 

定理 1 设31为/?(扪上的任何-•个理想数，则在51中必能找到《个粮数 

ai ~ U \\0}\ « 

at ~ a:】~r Qztcoj * 


a . = 4- a „ 2toz + **• 4 - a m ( o „ » 

其中\都是有理整数，且 h >0(1 < i < ”），而0<心 < 心（1<:< >; <»>,使 
a ,,-, a . 成为％的标准基底. 

又设 a ,,-, a „ 与/?, •…，爲为21的二组基底，而命 

a , — u 0 Pj C * = 1，…，”）》 

则其系数矩阵(％>必为一模方阵，因此 

A(ai »••• * a .) — △(/9 i ，…，爲〉》 

亦即理想数某底的判別式不因基底的改变而改变，故今后可以△(进）表之. 

今往考虑二次域上理想数的标准萆底的形式.命为的整 
底 . w 的定义见定理 4. 6. 由定理1可以找到二个粮数 

a »6 + a *； 

组成理想数的标准基底，其中都足有理锒数，且可假定 a >0, c >0,0<6< 
但必须注意并非如 k 形式的任何一对整数，都能成为某理想数的*底， a ，6， r 尚 
须适合其他条件方可. 

易证当且仅当 

ctoj ，w (办 + a *») 

都能表成 

xa 4- y (. b -\- ao ) (： r，;y 为有理整数） 

时，《,6 +如才能是某一理想数的标准基底.从 

ato — xa yib +- ca >) 

可得 


所以必有 c I K I A . 命 


a = jr , az + fry = 0, 
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又因 

c(.n ~h aj)tu = c(n -h at)(.n (o~\- (a f ) 一 cCn + <u 〉 (n+o/) 

— _ cN (” + o>) + c(.n ~f- w) (” + SC < u )) * 

其中 S(a>) 与 N(w +<*>) 各表 A 数 o; 与 + co 的迹与矩，所以 

Nin + at ) = 0 (mod m ) (1) 

乃裉数对 an, c(n+a>) 成为某理想数标准基底的充分必要条件.又由定理 4. 6,易见 
(1〉式与 

f(2n + 1)* (mod 4m) * 若 £> 运 1 (mod 4 ) » 

A = ^ _ (2) 

[(2n) 2 (mod 4m)， 若 D 三 2,3 (mod 4) 

等价，于是 得到： 

定理 2 锒数对 £7»，c(n + w )(c>0,m：>0,0<n<m) 成为域 R ( y / U ) 上某 
理想数的标准基底的充分必要条件为 （1) 式或 (2) 式成立. 

习题.令劝，…，如_ 为 的一组整底•则能唯一 
地表成 

x ia , +… +nCr, 全为有理 整数) 

之形式乃 a, ，•••，％为某理想数的基底的充分必要条件. 

§ 9 .同余关系 

定义1 若笾丨 0], 则谓之21漀除 a, 迳以51 U 表之.易见91 | a 亦即 a 在浞中 
的意思. 

乂根据第14章第9节的讨论，可以定义域 /?(«?) 中的整数对理想数级的同余关 
系，具体言之： 

定义2 若31 | a -/ 3 ， a j 为 R 中的锒数，则谓之^与沒对模21同余，记之为 
a = mod 21). 

根据此同余关系，4以将域中的锒数进行分类•使凡属于同类的数对模 
21互相同余，而厲于不同类的整数不能对模贝间余.称这种类为31的剩余类，并以 
N (%) 表示类数， N(3l) 亦称为理 想数贝 的距.由定理 14. 9.3 可得： 

定理1 命叫 ♦… ，叫为 R(«?) 的一组整底，而 a, ,_••，〜为理想数贝的任何一组 
基底，若 

cti = ， 

i-i 

则 感) 等于系数行列式的绝对值，亦即 

NC20 = || a, II. 
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由此定理，立刻 得到： 

定理2 命 A 为域 R (扪 的基数，以汲） 为诅的 基底的判别式，则 
△(20 = (N(3l)) 2 A. 


及 


( 1 ) 


定理3 对于主理想数 [a] 的距 N((>])， 有 

N([a]) =| N(a) |. 

证：设 <wi ，…为 ( t?) 的基底，则 au>i ，…，^^构成 [a] 的基底，由定理2可知 


N([ a ]) 


1 ^ 


A ( CaJ ) 
△ 


w》 •- 

”, w 》 

1 

aT ，• 


w,. 


1 


•• W) 


= 1 = 1 NCa)[. 

故定理 3 成立. 

定理4 N(OT) - N(20N(a3). 


证：因饥包冇如0,所以由定理 14. 9. 4可知将级中元素依 mod 级氾分类，其类数 

等于 


N(3t») 
N(3l) • 


若能证明这个类数也等于 N(») ，则定理明矣. 

命汍，…，和⑼ 代表 mod 圯的剩余类，而由§ 7习題1,可知必有整数21,适 
合 

([a], 姻 5) =乳 (2> 

易见响 ，…， #.v ⑻均在诅中，且若）笋 是（1 <),是<”），恒有 
祝吴成* (mod 2193). 

又由 （2) 式，可知对于51中任何元素 y， 必有整数 * 衣使 
y = + Se 3133. 

又对整数7,必有整数戸及自然数）(1<>< N ⑶ )） ，使 

Tj U p ， 

于是得到 

7 — 句3, + + 占 

= c^>(mod 2125). 

此即31中任一元素必与味,，…，硝 van 中之一模如 Q 同余,且仅与其中之一同余.因 
此若将级中元素依 mod m 进行分类，其类数也等于 N(33) ,于是定理得证. 

定理 S 若艰为一索理想数, a 为任何不能被牮整除的整数，则 

a ， v <«>-. _ x ( mod sp ). 
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证:命 0, iti ， iti ， … 代表模屯的剩余类，则因犯才 a ， 所以 Otairi taitt ，…， 
a7r.v<s,-, 也代表模切的剩 余类； 因此 

a Nt ® ，_， WlTt 2*** KN(»)-i = X |7 t 2*'*7 CiV ( tB)-i (mod 沿）， 

即得定理. 

§ 10•素理想数 

定理1凡索理想数*必整除一有理素数户，且 p 为 5(3 中 M 小的有理正整数， 
故是唯一的. 

证：由定理 7. 1,知必有冇理整数 a 使圯丨 [ a ] ,分解 a = U />，故必有一 P 使艰 
I [/>], 即圯 I P . 

假如有冇理正整数心6</»， 且汩丨 6,则6在邓中，故（户，6〉= 1也在铒中，于 
是珥= [1], 此乃不可能之亊，故/>是眾屮最小的有理正整数 • 

将[/0分解为素理想数的乘积如 

[ri = 取恥…取， 

再于二边取距得到 

P" = N([p]) = N(%)N(%)-N(%). 

因此可知：任一素理想数之距，必为一索数之乘方.若 N (艰）= 〆 ，/称为圯之次 
数. 

关于[/0之分解有次之重要 定理： 

定理2取 j />的必要 R 充分的条件为/> | △. 

此定理称为 Dedekind 判别式定理，在本书中不预备给予证明. 

今往考虑在二次域 i ?(^/ D ) 中 [/>] 之分解，显然只有下列三种 可能： 

D [/>] — 

2) [/»]= 取 D , 艰关 D ， N ( 屯） = N(O) = pi 

3) 0] = ^,N(«0) = p. 

关于 o ] 在二次域中分解的情形，有次之 定理： 

定理3 1),2),3) 的成立当且仅当 

(含)一“ + 1 ， 0 ， 

此处△为尺（>/^)的基数，(令)为 Kronecker 符号. 

证•.若艰为 [>] 的索因子，而 N (屯）=/»，则此时 
[>] =取 D 或 [/>] =屯 2 . 
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命 + 为埋想数的标准基底，则 


N(ffi) = c 2 m = />, 


敗 c = \，m = p . 又因 

[(2n + l) 2 
A ^ < , 


(mod 4p) * 当 D 三 1 
(mod 4/0，当 Ds 2,3 


(mod 4 ) t 


(mod 4 ) ， 


所以得到 1 或 0. 

反之，若 1 或 0, 先考虑；>关2的 w 形. 

1>若(含)=1，则有11，/^.使 

A = a 2 (mod p). 

又因 p 关2,所以 （p，2a〉= 1，于是 

\_p%a -h\/A] • [p%a — >/a] = \_p~\ • 匕户， a + V^~，a - \/K， 分户 


[p] • -f -/A»2a,^—j= [p]. 


又 


[/>，£! + v/AJ ^ [ 户， <2 — n/A] » 

液若不然，将有 [/>，a + V® = [p,a —- v / a ] = [/ >*a + "/A»2a] = [1]， 而此乃不可 
能之事，又 l>，a+V^j 及:; p，a — V幻均非 D •故当/»弇2,而1时， [/»] 为二 
个不同的素理想数的乘积. 


2) 若则/>| △，于是 

C/»*"/a ] 2 — [ptv^Aj • [/ >,n/a] — [^] • [/» ， >/^ ，令]， 

但厶= D 或 4D, 今 P^2, 而 D 又为无平方因子数，所以•令)=1，故 
[/>]*= [p»*/a] 2 . 

亦即若 P 关2,而0,则 O] 为一•素理想数的 平方. 

再考虑 P = 2 的情形，因(舍 )# 一 1，故必须 D 兰 2,3 (mod 4> 或 D 
1(mod 8). 与前面一样，可证： 

3) 当 D = 2(mod 4) 时，(音 )= 0,而 [2] = [2,^ 2 ； 




• 432 • 


数论导引 


4) 当 DE3(mocl4) 时，仍有(舍)= 0,而 [2] = [2，1 + W] 2 , 

5) 当 D 三 l(mod 8) 时，(音 )= 1 •此时 

[2]=[ 2 ，1^].[ 2 ,1^]， 

而卜 片严 ]# 故此时 [2] 分解为二个不同的素理想数的 乘积. 

总结以上结果，即得定理. 

由定理3,可以看到 Dedekind 判别式定理在二次域中已成立.今再具体的举一 
三次域为例. 

命 a 为 

/(x) = ar J — jc* 一 2 工 一 8 = 0 

的根，在§4中已知 R( a ) 为一三次域，其基数为503，且 

1 ta »^3 — —* 
a 

为他的一组整底，而分为 

= y + y + 2, 一 8 = 0 

的根. 

今考虑 [503] 在 R( a ) 上之分解.以艰, D， 汧代表 K( 0 > 上的紊理想数，则 [503] 
之分解必为下列五种情形之一： 

1) [503]=取 Q9?; 沿， CI, 贸各不相同，而 N (屯）= N(O) - N(«R) = 503； 

2) [503]=屯 2 0»屯券 Q， 而 N(«P) = N(D) = 503 1 

3) [503] - = 503 1 

4) [503]= 屯 G,JV (用） = 503,N(O) = 503 f i 

5) [503]= 沿 iN (坩） = 503, • 

对于前四种情形， [503] 都有距为503的素因子弟，因此先考虑这种情形.命 

do *b 0 + 6j a * Co + qa + 

为汨之一组标准基底，则心 < aci ,c 。 <6,;又因 沒均在帘中 •所以又 
有 6 i ^ a 0 tc 2 <<2。， 于是由 

N(^B) = a 0 b { ct — 503 ( 

可得 a 。= 503，6 i = 1 tCz = 1* C | = 0 .故®必为如下形式 
« = [503, a + a ，6 + /9]， 

且 503,a+ a ,6 + /3 即为犯的标准基底 • 

因 a + 0 ,6 +卢均在珥中•而 JV (屯）= 503,故有 
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N(a -f a ) = 0 (mod 503) j 
N (6 -+-^)=0 (mod 503) * 

但 a + a ， 办 + /9 各为 fix — a ) = 0,及豸 (y — 6) = 0 的根，所以 

N(a H-a) = J /( — a) |, N(6-f/?) = | 茗 (一 6) f ， 

故 a ,6 适合三次同余式 

< 2 S ~\~ a * ~~ 2 a 8 = 0 (mod 503); 

4-26 + 8 = 0 (mod 503). 

由此解得 

a = 149,149,204 (mod 503 )i 
b = 395,395,217 (mod 503). 

所以祀必为下列四者 之一： 

[503,149 + a« 395H-ifli 
[503,204 + a, 217+/9] I 
[503,149+ «,217+^9], 

[503,204-+- o »395+/9]. 

但沿关 [ 5 0 3 ，1 49 + «， 2 1 7 +幻，釐若不然，则 

c (217- f /9)- 217(149 H - a ) + 65(503) 

= 4 — 217 • 149 -f 65 • 503 = 366 

在汨中，于足因 （ 3 66,50 3 ) = 1，而得沿 = CX 同样屯关 [503,204+ a ,395+/?] •但 
因 

(149+a)a =— 46(503) 4- 150(149 H-a) + 2(395+/?), 

(149 + «)/? 117(503) + 149(395+^), 

(395 十 /?) tf =- 117(503)+395(149 + 0 )， 

(395+^ =- 310(503) 4 - 2(149 + a ) + 394(395 +沒） ， 

所以503，149 + «,395+卢确为素理想数[503,149 + «，395+扣的标准基底：同样， 
503,204 + a , 217+存确为素理想数 [503,204+ ,217 + /?] 的标准基底.今 
[503,149+ a ,395+/9] | [503], 

[503,204- ha , 217 +/?] I [503], 

旦 

[503,149 + a ,395 4-/9] ^ [503,204+ a ，217+/3], 

故在 [503] 之五种可能的分解中，只有 2) 为 nj 能.又由计算可得 
[503] = [503,149- Ha , 395 4- fl 2 • [503,204- ha , 217 
习题.设其中/ >， g 为有理素数，且满足下述 条件： 
p = 1 (mod 3) 7 ^ 2,3;/>9 z ^ 1 (mod 9) iq ^ ^ l(mod / >). 
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求证： 

DRCO ) - Rid ) 为一三次域； 

2) 1,沒,3为尺（⑴的一组整底, 

3) 只(扪中没有整数 w 使 

1 t(U*(0 2 

成为尺(夕）的整底. 

4) 试在 /?( dO 中分解下列理 想数： 

[2],[3],[ p ]， M . 

§11.单位数 


关于单位数有次之一般性的定理 :在域 R ( t ?) 之所有单位数中可以取出 r = n 
+ r : — 1个 ei ，… , er ，使 Rid ) 中之任一单位数皆可以表为 
/sV …6 ， Z = 0 ， 土 1, 士 2 •… 

之形式，此处^是某一单位根之在 R (扪 中者. 

为简笮计，本书中仅研究二次域 R (^ D ). 命单位数为 r + >，则 
Nix yu >) —± 1 • 


所以只要求出这个方程所有的有理整数解，就得到尺 ( yn ) 中所有的单位数. 
因为 


NU + yo) 


(.x - t - 3 * o)(x 4- yto f ) 

U j -yD, 


当 D <0 时， 


若 D 古 1 ( mod 4) I 

若 D 安 2,3 (mod 4), 


(2 x -f y) z — y 2 D = 4 


及 


x 2 — y z D = 1 

都只能有有限个解，故当 D <0 时.尺 ( W ) 内只有有限个单位数.若以 w 表 
内单位数之个数，则不难证明当 △ ==一 3, 一 4,及^<一7时 w = 6,4,2. 
今往研究 D >0 之情况.此时 

(2x 4- ^) 2 — y z D =士 4 


及 


: r*-yD=±l 


均为第十章之 Pell 方程.故在尺(#〉中有一单位数 7 存在，使凡似⑺）中之单位 
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数皆可表为 

士 f ， /1 = 0 ，士 1 ，士 2 广 * 

的形式 .7 称为尺（^)的基本单位数. 

习题. 试证若基本单位数1?= X + Yy/D 的系数为冇理锒数•则 X，Y 为 
«* — v 2 D = N(rj) 

的琺小正整数解•若不是有理整数，则 7 3 = “ + 1>/丘的系数《,^即为上式的 
最小正整数解. 


§ 12•理想数类 

定义丨对于二理想数汲及 汜 ，若有二主理想数 [ d 及 [/?] 使 
[ o ]5 t = Q 9]®» 

则此二理想数谓之属于同一理想数类.以21〜93记之. 

易见有以下 m 性质： 

1) 2 (〜 31; 

2) 若 级〜沿 ，则氾〜诅； 

3) 若洱〜沿，汜〜则 21-0：, 

4) 若31〜 C , 则21为主理想数，且逆之亦然； 

5) 若21〜氾,(5〜①，则〜93^5； 

6) 若如5〜圯则 21-95. 

因此可将 Rid ) 上所有的理想数进行分类，称为理想数类. 

定理1尺(⑴上的理想数类之个数有限. 

证: 如能证 明：有 一仅与有关的正数 M 存在,使每一类中有一理想数氾适 
合 

N (95) < M . 

则定理巳经证明，盖因以一固定数为距的理想数仅有有限个也. 

命 S 为 RCO ) 上任何理想数，由前已知必有理想数贝，使 
诅这〜 D , 

若能选择一》使 

21氾〜 D ， 


则定理已经证明.盖因贝 


21(5,可知®〜6也. 
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命 cy ) ，…，为之一组整底，命 


11(1 I+...+I " I )， 


今往证此 M 即为所求. 

取自然数々适合于 

在 U + 1) •个整数 

xiwi 4- ••• 4-x.o>. (x w = 0,1,•••，^) 
中至少有两个对模災同余，命为 


k m < N (3 l ) < (ife + 1)- 


yiwi 4 - ••• 4- y H at m 主 2 ：】 a；i + ••• + «.£!>,,(mod , 
此处 0 < 知 < ife ,0 < 即得一不等于0的整数 

a = (y t — z x 〉om + … + (y n — z m }«；„ 

在级之中，因为丨 ： y _ 故得 


I N(a) I = ft 2*1^ l=*'M 

1 w — l J«l HI— 1 

N (20. 

因 a 在 21 中，故 21 I O ], 令 [ a ] = 20 B ， 则 

N(2l)N(®) =| N( a ) I < M • N(3l), 

亦即 

N(93) <M, 

定理得证， 

定理 2 命 h 为⑽) 上理想数类的类数，则任一理想数边皆适合于 
2T 〜 D, 

51* 表示/»个级的连乘积. 

证:命 

轧，… ，礼 

代表不同的理想数类，则 
亦然.故必 
亦即 

妒〜 D . 


§ 13. 二次域与二次型 


以 △ 表示二次域 R (^ D ) 的基数.今往建立 R (， VD ) 上理想数类与以 △ 为判别 
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式的二次型之类之间的关系. 

命级为 rc ^/ d ) 上之一理想数，并设,« 2 为 m 的一组基底，且适合 

at a： — a\a2 — N(2l) ♦ (1) 

此处 a'i »< r '2 表示 ai ， d 2 的共扼数. 

对应于级作二次型 


F(.x t y) 


NCa ； j H~ _ (g|.r aty)ia\x a\y) 


Nm 

: ax z 4 - bxy + cy z » 


‘V( 级） 


因 a !，02 ，ai + az 均在贝中，而 a 


N(20 


N (5 l ) 


N( gg ) 

N (20 


，故 < x ， b，c 均为有理锒数.又 F ( x , y ) 之判别式为 

,» . (ai a z 一 a\ai )* A 

b l — \ac = -- = △， 


N(%y 

故 F (: r ,： y ) 为一判别式为△，且有有理锒系数的二次型.称 F ( jc ,： y ) 为厲于 21 的二次 
型. 


当 △ < 0时，只 (、/ H ) 为虚域，故必 fl > 0,而 F ( x t y ) 为定正. 

又由定义，不难者到 ：若取 ai 经过21的所有适合 （1) 式的基底，就可得到所 
有与 F 相似的二次型. 

定理丨对于任一以 △ 为判别式的且冇有理整系数的不定型或正定型 
F (. x , y ) =* or * - bxy + cy z * 

必有理想数贝，及其基底 a , , a : ，使 F 属于级. 

证 :先证 a , 为理想数 

的基底.因^^适合 ^(6 — 1) = «^故为一整数.又因 


(V 


s ( q )) ~ f ~ n/K 


s((q) ~f~ b 一 (b 一 y^A) — “ai) + b 一 b — 


恒成立，且 
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而 心 )2 士' 皆为冇理整数，故〜确为狃的基底. 


若 a>0, 取21 =趼，仍 =a,a 2 = ^=r^, 


因 Nm ) = a ，由此作出二次型 


(肛 + j ( 厶 - v^ 〉 _y) (or + +(6 + >/^") < y) 


ax 2 + buy + cy 2 1 


故诹 


b — 'fL 


即为所求. 


若 a<0, 因为我们不讨论定负型，故 △>()， 取 
21 = 

及 ai = “ y / Kfa 2 = - ~ v^"， 易见 a〗 ，幻即为51之基底， LL 适合 （1) 式，又 N(St) 
^-aA. 由此作出二次型，得 


-+ +(6 - >/K 、 y、[ax 4- •|*(6 +v^)_y) 


- aA 


ar z +& ry + cy *， (2) 

定理得证. 

在上面已经看 到：若 F 属于21，则所有与 F 相似的二次型亦均属于乳但是，对 
于一个二次型 F, 也可以有不同的理想数 31.23 •使 F 属于贝，亦属于双下面将给出 
这种31,33间之关系. 

定义1 若二理想数贝与》之间有次之关系，即有锒数 a 与卢使 

[ a ]21- C /9]» m N ( c ^) > 0 
成立，则谓之狭义相似，以沉^沿表之. 

显然，狭义相似乃相似之一种特殊情形. 

定理2 相似喟属于狭义相似之理想数，且逆之亦真. 

证:命 及戽，爲各为级与氾之底， il 都适合 （1) 式，又命 
cv 、 N(aiX H- azy) 广 , 、 NC8\X -h & v) 

FU ' y) - ' GUlJ,) = Nfg ) - 

若 F 〜 G t 则有一 组有理整数〜 6，r，c/ 使 ad — Ac 1, 且使 

F(clt -f by %cx 十办） =G(xty) * 

亦即 

N((aai + cn 2 )x+ (fei +ciaz)y') _ N(/3 1< r + 典 y) 
m%) = N(SB) • 

因为 一f •，一参为 GU，1) = 0 的二根 ，而 一 〜 士如 也能使 G(x,l) =0, 

卢 1 译' aai 十 ca 2 


(3) 
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故有 


即有代数数 A 使 


以此代人 (3) 得 


货十爱， 


aai 4-ca 2 = 或 ， 
bai + da t =冲 2 或 X ^ 7 . 


N ( A ) = AA 

今谓在这二种情况屮，只能 


N (3 l ) 


> 0 . 


N(58) 

oq i caz = a^3i » Ux\ ~f~ da\ — 


成立，盖若不然，将冇 

(.ad — bc)(.aiaz~ a\ a 2 ) =一 XX*fitfifi)t 

亦即 

N(5l) y/E =- N(A)N(93) v ^， 

此与已经得到的 AKA) >0 相矛盾，故只能 (4) 式成立. 


(4) 


由定理 1.4 可知能将；I 表为二个整数之商如于是 

a 

a(<wi ) 4* c(ao2 ) = 承1 ， 6(obti ) + diaat ) — ^ t (5) 

因 ADI，aa 2 与取，私为理想数 [a]?l 与的基底，又因 ad — be = 1，所以承,，承 2 
也是0]试的基底，于是得到 

[ a ]2 l = 


又 N (f )= N <A )> 0,所以 NCajS) > 0,因此31/43为狭义相似 • 


反之若21,»为狭义相似，即冇整数 a, 沒使 

0]诅= [/?]«, Niap ) > 0. 

命…，幻与负，與为沉与氾之基底， il 适合 （1) 式，则 an，ao 2 与印'，印 2 为 0] 试与 
[扣》之基底.所以有有理整数适合丨 W — 6 r 丨=1，使 （5) 式成立.又因 
N( 硪）>0; 而如， 《 2 与戽，典适合 （1) 式，故= 1•又因 
iV(a)N(2l) = N()S)N(5B), 

所以 （3) 式成立，亦即 F 〜 G， 定理得证. 

命 h 表示理想数类（非狹义的）的类数，而以/»表示狭义相似意义下的理想数 
类的类数，假设他们所在域的基数为△，则 A 亦即以△为判别式的二次型类的类数. 

因 若迈〜 93,则必须笾 勿汜或者洱免 jyx] 沿，所以九 < 2V 事实上，若 m 〜 沿， 
则有整数《以使 
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[ a ]5 l = [/3]58. 

i ) 若 △ < 0,则必 NCa^) > 0,故此时21 免 ® ，所以 / i 。 = & 

ii ) 若 △ > 0,而基本单位数适合 NCrj) =一 1，则因 

[a]3l = [扣95 =[护]58, 

而 n (^) 与 N (^> 必有一为正，故此时也有氾，而& = I 

iii ) 若△>()，而基本单位数 v 适合 N ( p ) =- 1，则若纸&氾，就决不能有级〜 

刻 VS . 故此时 A 。 = 


r /»» 若厶< 0 ,或当 a > o , N ( 7 ) =-1, 
kc — 若 △>(), 而 N ( 7 ) =+1. 

又在定理 11.4.4 中换 d 为 D ， 而类似的定义 e ， 则 

_ f 7 2 . 若△>()，而 N(.rj) =— 1, 
e — 1 7 ，若△>()，而 JV ( i ?) = 1. 

再由第十二章中所得关于类数的结果.可得： 

定理3 命心表理想数类的个数，则 

[ iiM ] 

Ao = -^― - 2 (外若 AC 。， 

2 ( 2 -(舍 )） 士 U 

[ i(A 1)] -( A ) 

rfo = XI ( sin * 若 A >0. 

例 1 .在尺 (*•) 中， △ =-4 ,W = 4,故 

* 。 = 范 ^( 齐 】- 


例2•在 /?( 中， △ =_3 ,W = 6,故 


2 ( 2 -(-!)) 




例3•在/?(«/^)中， A =—20 ，W = 2,故 


范^( 守） 

+(( 芊 )+( 亨 )+(¥)+( 书 H - 


例4•在中， △ =—19 ，W =- 2,则 
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A 。 = 2(2-Y-1))2(^) 

=網+(^)+(丹(书+(〒) 

+(〒)+ m + m +(〒) 卜 

例5.在 R(Vf) 中， △ = 8,e = 3 + 2#,因7= 1+4之距为一 1,且其平方为 
e, 故为域之基本单位数.又因 

^ -(A) 

(lH->/2)*o = TI ( sin g 5 ) = sin y/siny = (1 +^2). 

故 A 0 = 1. 


§ 14•族 


固定•个二次域其基数为△，并假定本节中所述及的理想数类都是 
在狭义相似意义下的理想数类. 

定义1 若二次型 FU ^ y ') 胰于理想数21,则称 FU , y ) 的特征系为理想数贝 
的特征系.亦即若命/», ，…， fi , 为 △的奇 素闪子 ，取诅中整数 a 之使梁， 2 厶)= 
1成立者，称 


及 


N(a)/N(%) 
^ A ~ 


(,• = I , — , i ) 


8 ( a ) = (— f 若 £) =今三3 (mod 4) 

4 


e ( tt ) = (一1)+[(规 )* ’]• 若孕 = 2 (mod 8), 

4 


d ( a ) e ( a ), 若 f = 6(mod 8) 

为理想数贝的特征系. 

因域于同一类的理想数有相同的特征系，因此可以定义理想数类的特征系. 
定义2 二个具有相同特征系的类称为餌于同一族，: P 是在二次域上 
的理想数类与以 △ 为判别式的原型类间就有一一对应的关系. 

定理1 理想数災汜的特征系中各值，即为21，氾的对应特征值的乘积. 

证：因 若 a 在31屮 ，沒在 》中，则峭在 2HB 屮.又 
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N(o) N(^) _ N ( 必） 

*V(2l) • N(23) — /V ( 郷)， 

及 

N(ag) ，— N(g> , , N(fl) i f 
N(2133) 1 = N(50 1 +(mod4) ， 

. ( wm )) + ( mod16 )， 

a 若(黑， 〗△)= MS ， 2 △卜 】，则 ( Sr 2A )= 1，故得 定理. 

由定理立刻得到： 

1) 二类乘积的特征系即为二类特征系的乘积； 

2) 若类与类 {»} 在同一族中，类(％>与类⑼在同一族中，则类{进乳} 
与也在同一族中. 

定义3 称单位理想数 D 所属之类为主类，主类所属之族为主族.又若2133 = 
!>], a 为一自然数•则称类{职为类之逆类. 

由定理 7. 1可知任何理想数类的逆类一定存在.又 

== w. 

因主类及主族中各类的各特征值都足1，所以主族中任何二类的乘积还在主族中， 
主族中任何一类的逆类还在主族中 .® 

定理2 每- 族中的类数相等. 

证：用 3表示主族，而用表示3中各类与{级}的乘积类的集合.若将所有 
的理想数类分为若干 集合： 

3,3{礼},3(礼），-”，3(礼）， (1) 

其中 {21 J 是任何类之不在…•以丨中者.易见必无理想数类同 时胰于 
(1) 中二个不同的集合. 

由定理1，可知 （1) 中任一集合内的各类都在同一族中.又 （1) 中不同的集合属 
于不同的族，所以（1>中每一集合即为一族.又因 3( 轧）中任何二类都不相同，故得 
定理. 

习题1.当 △ > 0,而基本单位数适合 N ( 7 ) =+ 1时，试求理想数 [ V ® 的特征 
系. 

习题 2. 若理想数31的特征系与汜或 95 CVS 的特征系相同，则称21与》为厲 
于同一族（广义的）.试证在这样的定义之下，若21〜95,则诅，《必屬于同一族 ，且每 
一族中所含的类数相同. 


①全体理.想数类对类的乘积成一群，主族中各炎对此运算也成-群. 
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§ 15. 欧几里得域与单域 

定义1 若 h 0 = 1 ，则该域称为单域. 

显然若域为单域•则其上之理想数都是主理想数， 故得： 

定理1 凡单域中整数之唯一分解定理成立. 

有一种单域只■有与有理数域很相似之性质•称之为欧几里得域. 

定义 2 若对中任意二个整数 67 ( 7 关⑴，恒有二整数《与义存在，使 
6 = 巧 + A ， 丨 N ( A ) 1<丨 N ( 7 ) I , (1) 

则该域称为欧儿1得域，并简称之为欧氏域. 

亦可定义如下： 

定义3 若对 R (7 D ) 中任意一数心必有一整数^使 

J N(S-k) |< 1, (2) 

则 R(y/D) 称为欧几里得域. 

定理2 凡欧几甩得域必为单域. 

证:若 为欧几里得域，欲证其为一单域，仅须证明 /?( yn ) 上每一理想 
数均为主理想数，便已足够. 

命 si 为上任何一个理想数，以 m 表示进的一组基底，不失普遍性我 
们可以假定 

0<| N(ai) |<| NCaz) I. 

由 R (7 D ) 为欧几里得域之假定，可知冇整数及洚，使 

a? = a’ta' ~h /?2 * I N (/3? ) I I N(.ai ) I. 

若典关 0,则乂有 〆 及 /?, 使 

a. I N(^) |<| N (與 > I， 


因丨 N(a.) I 为一有限的自然数，故经有限次手续后，必能得到整数 a 使 

51 = [oi ♦ a? ] = w ， 

定理得证. 

定理3 仅有五个二次虚欧几里 得域： 

9?( v ^ T > ，汧（ ，9 i ( 

证 ： 1)若 D = 2,3( mod 4) .取 S = r + Sv / D ■，/ c = :c + ： yv / B ■，则 （2) 式变为对任 
意一 对有理数 r , s 有有理整数 ar ， y 使 

| (r-xy-DCs-y) 2 |< 1 . 


(3) 
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若取 r = s = •，则由 （3) 可得 

+ +| D | +<1,即 | D |<3. 


故若丨 D |>3,则 i?(v^)(D<0) 非欧几里得域. 

因对任何有理数恒有有理整数； r,：y 使 

I r — x |< y. | j- y l< y » 

故对0=—1， 一 2， 

I ( r - xy - D ( s- y y |<4"+| D | 士 <1 

4 4 


恒成立，所以 RiV ^^. RCV ^) 为欧几里得域. 

2) 若 D=l(mod4). 取 

^ = r -H j y/D t < = :r + + %/H) ， 


故得 

取 r = 


|(r-x-|y) 2 -D(s-|>) l |<l. 

= 士，则得 


^ I D |<1, 即 I D I<15. 


(4) 


故当 £) 安 1 (mod 4) 时，仅 61 能有三个欧几里得域 R ( >/^ T ), 

ieCv ^ TT ). 反之，因为对任何有理数总有有理整数 x ,： v 使 

!2 门 |<如 

于是当— 3,一 7,一 11时 

|(n —j ： y) Z |< |+| D| 吉 <||<1. 

故此三域确为欧几里得域，定理得证 • 

前节巳 经算出 R ( V ^) 之类数是1,由上定理坷知其非欧几里得域，是以有 
非欧几里得域之单域存在. 

由定理 12.15.4 可知仅有有限个虚域是单域.问题在于究竞有儿个？易于算 
出.若 

D = 一 1，一 2, 一 3，一 7, 一 11，一 19, 一 43, 一 67 • — 163， 


则只(#) 是笮域 .并有人证明至多还冇一个，而假如存在的话，则必 D< 
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<-5 • 10 9 . 

关于实欧氏域的问题，有次之定理： 

定理 4 当且仅当 

D = 2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73 
时为实欧氏域. 

其证明超出本书范围，故略去. 

附注 ：关于 实欧几里得域的问题，我国数学家杨武之、柯召、闵嗣鹤及作者皆杵 
有贡献.此问题*本上是由 Davenport 最后解决的. 

§ 16. 判断 Mersenne 数是否素数之 Lucas 条件 


今先使定理 9. 5在二次域尺(^)(0>0)中更楮密化，由定理 10. 3已知可将 
全体有理素数依 ( D = o , + i ， 一 1而分为三类.以 g 表适合(令)=1之素数，则 9 

= QGi 以 r 表适合 ( + 1的京数， r 本身在叭^)中即为素理想数.由定理 9. 


5 nj 知，若 O 七 a ， 则 

a^' 

三 1 (mod Cl ) ， 

(1) 

又若 rU ， 则 

=1 (mod r). 

(2) 

今往证明： 

定理丨 设心 r 均不等于 2, 若 (7 十 a ，则 


a*"' 

三 1 (mod q) * 

C3) 

及若 rh, 则 

1 三 

=N(a) (mod r). 

(4) 


M 然（1)，（3)等价，而由 （4) 可得 （2). 
证:命 


,, a + Va 

a — a + 6 ―^—, 

此处 a ，6 是有理整数，而命/>为任一奇索数，则由 Fermat 定理可得 

〆= a f -¥b p =a + 音 (△ + △¥ yfK) 

三 <1 + 音 (A+ ( 含 ) (mod p). 


故若/> = 9,则 
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a * = aCmod q ), 
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即得 （3) 式; 若/ » = r ， 则 
即得 （4) 式. 


a = a (mod r ) » 


今往研究/ » 为奇素数时 ， Mersenne 数 


的性质.若有 A >0, 使 


M = M p — 2 # 一 1 


(僉 )— U 


&在 Ri / E ) 中有一单位数 e , 适合 N ( e ) =- 1，则命 
r m = e 2 " - he '*" » 

其中，为 e 的共轭数. 

定理2 M 为素数之必要且充分之条件为 

r ^\ = 0 (mod M ). 

证：1)若 JVf 足一索数.由（5> 可知 M 是一 r . 由定理1可知 
由一 1 (mod M ) , 


； * (c^* 1 -4-1) ^ 0 (mod M). 


2) 假定 M 非索数，则 M 可分解为 

Af = qr^q.rr^r,. 

由于 （5) 的关系，故 M 的素因子中必至少有一 r 存在.因 iv,， 可知 
〆 1 ' s 0(mod M) , 

即得 

e 2> =— 1 (mod M), 

平方之可得 

c 2 ^ 1 = 1 (mod M). 

命汨是 M 的一个素理想数因子，而命 / 表最小的正 锒数使 
c ; ss 1 (mod $) 

者，则由 （8) 式可知/丨2〜，而由 （7) 可知/ = 2 
若珥是某一个 g 的因子，则由定理〗已知 

e 9 ' 1 = 1( mod ^B) t 

故 2 〜I <?一1, 但 g 是 M 的因子 ，不 能大于 M， 故此式不可能 • 

若屯是某一个 r, 再由定理1可知 


(5) 


( 6 ) 


(7) 


(8) 
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即得 

故 


2^ 1 2(r+l )， 
r = 2 p m — 1. 


因所以必须讲= l,r = iVf ， 即 M 为一素数. 

例.取厶= 5 ,e = i(l +75). 因而得出 

V = ( j ( l +#) 广 +( + (1-#)广. 

若取 p = 7， M P = 127 ,〜 （m = 1,2,3,4, 5,6) 对模 127之剩余为 
3,7,47,48,16,0， 

故127是素数.当然对这一具体问题，本判断条件并未显示其效力.但在证明687位 
数 M Z2ai = 2 2MI —1 是素数时，此定理显出其作用，虽然仍需异常冗长之汁算，惟此 
种计算 巳归人 用计算机可以算出之范畴.在数论中找出大的 Mersenne 数是杏是索 
数，一般即用此类方法. 


§ 17.不定方程 

代数数论之重要进展之-理想数之创造乃研究 Fermat 问题之产物.对数 

学之发展而言，此一概念之获得实远重要于解决一个难题.命 p 为奇 素数 . p = 

若能证明在域 i ? (户〉 中并无整数使 

^ + ^ + ^ =0, 祕竽 0, (1) 

则 Fermat 定理当然成立.而在中 f + <可以分解为一次式，故问题较易入 
手.此即 Kummer 研究 Fermat 问题之起点，但主要难点在于整数之唯一分解定理 
不复存在， Kummer 即由此而创造出理想数论，演变至今， Q 成为数学中不可缺少 
的重要观念. 

欲广解 Kummer 之方法并不简单，即若假定 ]?(" 中唯一分解定理成立也必需 
Kummei ■之一深刻定理才能解决 Fermat 问题.该定 理为： Kk ) 中之一个单位数 e 是 
另一单位之次幂之必要且充分条件为 e 与一有理数对模 （1 一0〃为同余.因此本 
书中仅能举两个极简单的例子而已. 

定理丨在 i ?(、/= T ) 中并无整数使 

f 4 +7, = r 2 , 和关 0. (1) 

证 ：在域 中唯一分解定理真确，即任一理想数都是主理想数.因此不 



• 448 • 


数论导引 


失普遍性可以假定 (60 = 1. 

1) 命 A =* 1 — I •，则 A 是一不可分解数，而 A * =— 2 t 与2 = £(1 — i ) z 相结合.又 
由于 AK 2) = 4 ,故/?(、/^7)内之整数必与以下四数之一同余 ， mod 2 

0 , 1 , 1»1 — *. 

由于0,1 — * 是4之侑数，故任一非 A 之倍数之整数《必适合于 
a 三 1 或 i'(mod A 2 ) ， 

即 

a = 1+卢 A 2 或<1 = t ♦ 

故有 

a 4 = 1 (mod A *). (2) 

今往证明若有整数 7 , r 适合 （ 1 ) 式，则中必有一为 A 之倍数，盖若不然，由 
( 2 ) 及 （ 1 ) 可知 

2 = r * (mod A 6 ) » 

由2 = A 2 i ， 故 A 丨 r ， 命 r =打，则必 A 氺 y ， 且有 

iX l = A ? /(mod A *) » 

即 

T 2 = i (mod A 4 ) » 

平方之并由 （2) 式可知 

1 = y 4 忘 一1 (mod A 4 ). 

但此乃不可能之亊，故中必有一为; l 之倍数.又由于对称关系，故不妨假定 A 丨夺, 
命$ = A 2, n > A 十占，如此得出 

W = r * — 7 «, n ^ l t A 七內，= 1. 

2) 今往证明更一般的定理中无整数 Ira 使 

e ^ 4 ^ 4 = r * - , e 为单位数 ， A 七和，（心 7 ) = 1, n > 1. (3) 

证明分如下二步:第一步:若 (3) 式有解，则必须《 >2;第二 步：若 (3) 式对 n 有解， 
则对 n — 1也有解.于是得出矛盾的结果，而得定理. 

若有整数 hr , 7 使 （3) 式成立，则必 A ^ r . 又因 NCA ) = 2,故 i •必与1同余， 
mod A . 命之为 

r = 1 + ， 

平方之得出 

r 2 = 1 4~ 2 fA fi z X 2 = 1 + p 2 A * (mod A 1 ). 

又由 （2> 式可知 

j ; 4 = 1 (mod A *) ， (4) 

故由 （3) 得 
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0 三 €A 4 "<5 4 = t z — rf s= fx 2 X l (mod A 3 ), 

所以必须 fX 、 故 

T — 1 + vA* » 

r 2 = l-f2»A 2 -\-u 2 X* ^ 1 +A 4 v(i + v). 

由于 v，i + v 成 一 完全剩余系 ，mod A ， 故 

w(t* + w) = 0 (mod A) * 

因此得出 

r 1 = 1 (mod A 5 ). 

由 （ 3) 及 （ 4) nj 知 

= r 2 — jy 4 = 0 (mod A 5 ). 

所以必须 

今假定心适合 (3) 式，而 n > 2 ,则得 

eX im d* = (r—i^r + y). 

由 （ 5 ) 式得 

r = 1 (mod A 2 ). 

另一方面，由于 A + p 则得 

7 * = (1+«\) 2 = 1 (mod A 2 ). 

故有 

r — rf = 0 (mod A 2 )* r + s 2 = 0 (mod A 2 ). 

因为 




cA 4 ^ 1 ^ 


可以得出必须整除此二因子之一.不妨假定 A 4 +" 能整除后一因子，盖若不 
然，则以~代^即合所求.由 （7) 可以得出 

7 ~ € i < T 4 » = £2 A 4< * -n 〆 （A 氺 p ，（泛，史〉 = 1〉， 


此处 n ， e 2 是两个单位数，故 


*V = 争 = € ik iirU < p * — Bia * ， 


if — Cj<T* = ， 

此处 e s =— = 孕也是二单 位数. 
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由于 n > 2,又七<；，故由 （2) 式可知 

rf = cj(mod A 4 ) * 

由 （ 6 ) 得 

1 = 6 , (mod A 2 ) ♦ 

故£ 3 必须是+ 1或1，而不能是士 /. 即 

€,A i<lr,, f 4 = rf Ttf 4 , Xk<po, ( 9 ， <t> = 1 , 

若取匕面的负号，则第二步的目的已达，若取下面的正号，则可以~代仍得同样 
的结论. 

定理2 在 — j + | 中并无粮数匕7，？使 

e 3 4- ? 3 -+-C 1 = 0, 辨关 0 . (8) 

证: /?(4仍为一单域，故可假定 ($,!?) = 1. 

1> 命 A = 1 — 户•则 1 一 〆 ，一 〆 (1 一 p) =*—/>*A •而 N(A) =—<o 2 A 2 = 3 ,故 A 是 
一 不可分解数 • 而所有的整数依 mod A 而分为三类，且可以 0 , 1 , — 1 表之，故若 
A 松，则 

荩三土 1 (mod A>. 

今往证明 

f =±1 (mod A 4 ). (9) 

若能证明取 + 号之情况即足，盖不然可以一 $ 代 6 而得出同样结果.命 6 = 1 + 
卢 A ， 可得 

# 一 1 =(卜 i)(e-p(e-y) =以(存义 + 1— 户 )(/^ + 1—〆） 

= ^3A(^A -4-A)(/9A -p 2 X) = AW+ 1)( 沒一 〆) • 

由于^+1，沒 一 〆对 mod A 互不同余及 N(A) = 3,故此 H 者间必有一个是 A 的倍 
数，因之得到，若 A*!^， 则 

7 s 三士 1 (modA 4 ). ( 10 ) 

今若则得 

Ost+V+f 三士 1 士 1 土 1 (mod A 3 ). 

各种变化仅得士】，士 3, 无一是 A 3 的倍数，故中必有一为^所整除.命之为 
^ — A"y， « ^ 1» A 七 y ， 

即得 

e 3 +7 3 +A 3 "y 3 = 0, ($,!?) = 1, A ty. l. 

2) 今往证明 M— 般些的定理 .Kk) 中无整数 e,7，y 使 

t -^rf +eA 3<, y 3 = 0,(爸， 7 ) = 1， A +y» «>1， （ 11 ) 

此处 e 足一单位数.如定理 U 证明仍分二步•.第一 步:若 （ 11 ) 式冇解，则必 2; 第 
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二 步：若 （ U ) 有解，则以代《后所得之方程也 有解； 于是将得到矛盾，而导出 
定理. 

若 （11) 有解，则由 （10) 可知 

— eA 3 " y 3 三 $* + 亨 3 三士 1 土 1 ( modA 4 ). 

因为+ 1 + 1及一 1一1 非 A 之倍数，故可知 

— cA 3 " y s = 0 ( mod A 4 ). 

即 n > 2. 

设为 （11) 式的解，因1 Eps / CmocU )， 所以 
芒+”三夸十 + 亨 (mod A)f 

故—⑴ =^+7* = G +7 )G + 内）($ + 〆 #的三个因子都是; l 之倍数. 

又不难证明两两互索.盖由 （ f , 7 > = 1，及= 

7./.^ - =— f , 可得 ( t r 5 ' t T fia ) = 11 类似地可以证明 

1，因此 

之三因子中必有一为的倍数，不妨假定 t 能为; 整除（不然，可以巧 
或 〆V 代，故得 

冬 + 7 = eiA 3ir "* ； i J ， ^-\~ prj = e 2 Av s » p 2 if = £ 3 ^r 3 » (12) 

此处 e ,， e *， e 3 为单位数， / i ， v ， a 是两两互素的锒数，且无一为 A 之倍数. 

由 （12) 可知 

0 — 6 + 7 + /0( 6 + 阿 〉+ 〆($ + 〆 々〉 

=€| \ 9 "~ 2 /1 3 4- ( C62Av 3 +/0 2 63 如 3 ， 

即得一形如 

y J + c «< y s + € 5 A s < ^ l V J = 0» U ，< r ) = l ， X ^ T/i (13) 

之方程，此处 £4， e 5 也是单位数. 

由 （13) 可知 

v 3 + c * tf 3 = 0 (mod A *) » 

再由 （10) 可知 

土 1 士三0 (mod A *) » 

而各个单位士 1,士广士 〆 中仅有 =士1 才能适合此式，故必须^ 4 =士1,于是（13> 
式又为 （11) 之形式，但 n 已换为”一丨，故定理得证 . 
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§ 18 . * 

在节末的二个附表中给出了所有适合于一 100 < D < 100的二次域的整底、基 
数、域上的理想数类、与理想数类对应的二次型类以及他们的特征系统等等.而在 
第二个表中更给出了 co 的连分数表示与域内的基本单位数.详细 言之： 

表 I 中第一列的各数为 D 的数 值； 第二列为域只（^>中的 w ( o ； 的定义见定 
理 4. 6) ;第三列表示域的基数第四列中各理想数代表域 R (>/ D ) 上的理想 数类； 
第五列给出这些类间的相互关系；第六列中各二次型代表与理想数类对应的二次 
型类；而第七列则给出这些二次型类的特征系统. 

表 n 中第一列、第二列仍是 D 的数值与中的…第三列中的各连分数 
当 D 为无平方因子数时是 w 的连分数表示，而当 D 内含有不等于1的平方因子时， 
则是的连分数表示；第四列是域的基数第五列中的 : r + jyVS '， 当 v / H 为无平 
方因子数时，是 R ( VD ) 内的基本单位数 V ，而当 D 内含有平方因子时，则是 

的银小正整数解(若 x 2 - y 2 D =一 1有解，则 + ：y A 适合: T 2 — ZD 1. 不然 

适合/ -yD =+ 1) ;第六列是 N (* r + ：y VS ") ;第七列足域 R ( VD ') 上的理想 
数类（非狭义的）；第八列表出了各类间的 关系； 第九列给出了与理想数类对应的二 
次型;第十列给出了二次型类的特征系统. 
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§ 1. 超越数之存在定理 


一实数可以视为直线上之一点.一组实数称为一个点集.例如 ： ，n = 1,2, 

…成一点集.所有的有理数成一点集.所有之间的实数 也成一 点集. 

定义1 如果两点集之点间可以建立一个一对一的对应关系，则此二点集谓 
之同幂.即二点集 A 及 B 中，对应于 A 之任一点， B 中冇唯一点与之对应，且其逆亦 
然. 同冪 之关系有次之三性质 ：（ i ) A 与 A 同幂； （ ii ) 若 A 与 B 同幂，则 B 与 A 叼幂 ； 
( iii ) 若 A 与与 C 同¥，则 A 与 C 同幂. 


例 1. {^-), n = 1，2,3,…所成之点集与 CJ 然数集同幂. 

例2.适合于0 <1<1之实数/所成之集与适合于1< y < 2之实数 : y 所成 
之集同幂. 

定义 2 凡与自然数集 同幕之 集谓之无限可数集.无限可数集与有限集皆称 
为可数集. 

故自然数集是可数集. {-^-|， n = 1，2,3,…是可数集.任一贯是一可数粜. 

定理1 可数个可数集之总集仍为可数集. 

证:命 ， M 21 …为可数个 pJ 数集.更命 

M, = (a.j *••• tat, ，•••）. 

总集是 

an aiz an ori< … 


«21 «22 


依箭向 排列： 


an *0\t »®i3 *ojz tffji »fli4 • •••• 
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故得定理. 

定理2 有理数集是可数粜. 

证：由定理1可知，吾人只葙证明：0与1之间的有理数成-可数集即足.将0与 
1之间的既约分数先依分母之大小，再依分子之大小排列之，则得 
0 1112 13 12 3 4 

T • 了 ’7’TT’T’T’ 了 ’T’T’T• 

故得定理. 


定理3 (0,1) 之间诸实数所成之集为不可数集. 

证: 若定理不成立，则可设(0，1)之间诸实数已排成 


oi »az t 

之形.以小数表此诸数，则得 


作一数 


a, = O.aufla … a 濟…， 0< 〜 <9. 


此处 


卢 = 0 . b、bi … b •…， 


\aa + 1,若 

0 , — 

— 1* 若6 < a , < 9. 

沒是(0,1>之间的 -实数 ，但并不等于任一 a , ，因为其中第:位小数不同.此乃一矛 
庙 .（ 并须注 意：在 小数表示法中 


0. 12 = 0. 11999—, 
而现在/?之小数中9及0沖不出现 .） 


习题1.求出定理2之证明中 |■(( a ,6) = 1) 之地位. 

习题 2. 证明可数集之分集为可数集. 

前章已定 义：一 代数数彡乃适合方程 

+ … + a 0 = 0 

之根，此处 ad ,,•••，％是冇理整数.若此式不可分解，且 A 乒0,则此 e 称为《次 
的代数数.若 h = 1，则此6称为《次的代数整数. 

定理4 诸代数数所成之集足可数的. 

证:命 

iV = rt +| a ” | + | a , 】1+ … -f I a 0 J . 

显然 N > 2. 对同一 N ， 仅有有限个多项式.每一个多项式的根数也有限.故有同一 
N 的代数数姑有限的.此诸代数数所成之集以£：、.表之.今列出 
E z t E 3 * …，，… • 
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命 E ' N .表£：.、中之数而不在£ 2 ,…，之中者所成之集.如此，则得 
E z ,£^”… ,E^ V »••• 

为可数个有限集.由定理1可知其总集为可数集.定理已明. 

定义 3 非代数数之数称为超越数. 

定理 5 有超越数存在. 

证：由定理3及习题 2， Q 知所有的实数成一不可数集，而实代数数乃一可数 
集，故得定理. 

§ 2. Liouville 定理及超越数例子 


定理 ULiouville) 任 一n 次实代数数+能有 n 级以上之有理渐近分数.即若 
^是一《次代数数，则对任一 $ > 0及 A > 0,适合不等式 

h _ fl< 寿 m 

之有理整数解 （P，9) 的对数有限. 

证：设 e 适合于 

/(e) = a-r -f-a„ ,r 1 4 - … +a 0 = 0 . 

显然有一数 M = M ( e ) 存在.使当 ：y 在 $ -1 < y < e+1 中变化时 

I /(y) KM. 

若有冇理数 f(g >0) 与 e 接近，可设 < 专及 
如是显然有 

1 r( P\\ _ \ g^p" -r a^-i P rl q - aoq m I 、丄 




此 ，在 I ■与 f 之间 ■故 


i\-m 


'u i . ▲ 
( jy ) I Mq m， 


故对任一 e > 0 及 A > 0,(1) 式的有理整数解（/ >,(?) 的对数有限. 
今举出两个作超越数之方法： 
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及 


抒为超越数. 
证：1>命 




10 十 + 10 ^ + 


= 矣 + !^ + … + I^ = f ， 1 = 10 " 


o<$- 


-A =」— 

q I 0 (,r+1，! 

<1 


+ •" < 


10 («+ i ” g -+i * 

此”可以任意，故由定理 1 可知$不是代数数. 

2) 命 

e == T 5 + T ^ + I ^ + m = [0 ，〜，《”《”•••]， 

又命 pjqn 为其第《个渐近值，则 




现在= lo^'^.a 


故 




q m < (a, + l)(a 2 + 1) … （ a. + 1) 

< ( 1 + B)( 1_r i^)'"( 1 + iF) a ' a ■- a - 

< 2 a,a z —a, = 2 - lo". 2 卜 . 相 1 < lo 2 **' = a *. 

I 9- ! ar 1 a ： ^ 


如 1)， 可知 6 乃超越数. 

习题.作出一不可数集，其中每一数都是超越数. 

提示 命〜 < a < a 3 < …为一递增自然数贫，则 

+ TT ^ T 7 ^ + 1 


lo -， 10*** z, 10。 
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是一超越数. 


§3. 代数数的有理逼近定理 

本节之目的在于将定理 2.1 更精密化.命<为最小正数，使对任与之 2) 次 
实代数数 e ， 当 v >/ c 时，不等式 


卜夺< 


<!• 


仅有布限对有理整数解（/ »， g )(9>0). 由定理 2. 1已知 Thue 证明了 

+ 1 - Si ㈣ 证 明,瑭., (» + s - fi )- Hyson 证明 A •直至 ■年 ，此刚 

才为 Roth 所解决.彼证明 << 2. 此结果为至善者，因为对任一无理数6常有尤限 
对整数（/»，9)(9>0)使 

I 卜 tl 〈夂 

定理 l ( Roth ) 命彳为任一非有理数之代数数.则对任 一 d > 0,适合不等式 


在- 


•左 


< 


(1) 


9 丨 V" 

之有理整数解 （ p ， g )(9 > 0) 数有限. 

本节之证明为经简化后之证明®,但仍较复杂，初学者可以从略. 

1.预备知识. 

首先证明不妨假定$为代数整数.若$为不可化多项式 
fix) = a„x" 4 - a.- jx* -1 -h ••• + a 0 

之零点，此处 a ^ a ^.-^ ao 是有理整数，则习知〜 $= 7 为代数锒数，且适合 
rf 1 + … ■far 1 。。 = 0. 

若对于代数整数，定理 1 成立，而 对于非 整数之代数数6定理1不成立，换言之，对 
于某 <5> 0,(1) 式有无限多组有理锒数解（/>， 9 )(9 > 0)，则当 g 充分大时冇 


rj-^-\<\a n \ q~ 


<9 


故得矛盾，因此只要对代数数证明定理1 即可. 

命 

a = max(l ， | I ，…， | a 0 | )• 


( 2 ) 


(3) 


①见 J. W. S. Casx«ls. An introduction to Diophantinc Approximation.C«mb. Univ. Press, 1957. 
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又记 

R(x { *••• , x w ) — 2 C (_；、 ，…，)…，（其中 C ( j , 为实数）， 

\R\ = q max I C(>i t •••.>*) I 
及对于任何非负整数“ ，…， 《’《，记' 

R ... . = 1 . W , 

,】• “《 ti !•••!„! 3 jcV -^dx'j 

引1 若 K 冇有理整系数，则亦然.若于 K 中，变数 A 的次数为则 
于 R.〆.、 中,义的次数不超过 r ,— i _ (故当 £,> r ，时，恒等 T 零).还有估 
计 

| 及 2 r …网 

证 ：易知 

= 2 (〈: ) … (〈: ” ) c 0*» ， … "_)x {…’ •••xir —- ， (4) 

此处二项式展开系数都足整数.由于当0 < *‘ < j < r 时冇 

Q<SQ =(1+1),<2r (5) 

故得引理. 

命⑴为任意实数及&，•••，&为任意正整数.又记 

只（: r 】+_ yi ， …， lym 〉 = 2 } 卜 ••☆ 民】(工 1 ，…*工"〉 （6) 

0< v <% 

则 

I = min + ••• + —! 

R i, .-••«_> 对 、 S " f 

称为 R 在点 ( a « ，…，〜） 关于 U ，… ，心）之指标，记作 ind R . 易知除只恒等于枣外， 
指标是存在的，而当/?恒等于枣时，则定义 ind K 为 oo . 

引2 若 ind 表示在点 (如，…， a «) 关于 U " …，0的指标，则 

( i ) ind R v -“_ > indR - 2 

" _«i s #» 

( ii ) ind (R -\- S) ^ minCind jR f ind S ) • 

( iii ) incl RS — ind R + ind S . 

证 ：（ i ),( ii ) 是显然的.今往证明 （ Ui >. 命 5 = sr-s m 及7 = ind !?• 则由（6> 可知 

〆 为 

R(a} 4- yi ，•••，<*用 + v^y m ) 
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之展开式中，/之最低方幂.由此易证 ( iii ). 

2. R(,Xi 的构造. 

引3 命£>0为任意 正数. 

m > 8 n 2 €~* (7) 

为整数，此处”为 /( z ) 之次数及 r , ，•••，『•为任意正整数.则存在有有理整系数之 
多项式，…， j :_) ，它关于\之次数不超过 m ) ,且满足： 

( i ) 小'恒等于零， （ ii ) 在(6,…，冬)关于之指标至少为 



y / n(l — c ) 

(8) 

及 （ iii > 有估计 

此处 a 由 （3) 定义. 

户 + "_ + r -, y = 4 (a + l ), 

(9) 

证明引3之前•先证以下诸引. 



引4 若 0< Af < AF ， 〜为有理锒数，且 | % 

走< N ) ，则冇一组非全为苓之有理整数々，•••，〜适合于 


a>iJi + … -ha JN x N — 0, 


(10) 

11< [(na)A], 

1 < it < N. 

(11) 

y/ = OjiXj -f •- + a iN x N9 

1 < >< M. 



则此变形变有理整数组 Cr , ,…， o ^：) 为有理粮数组(: y , , ： k m ). 又记 
H = [(NA)^], 

则得 

NA < ( H-f 1)^. 

所以 

NAH + 1< NACH + 1) < (H4-l)». (12) 

对于任意满足 

0< x* < H, 1< (13) 

之一组锒数(: Ti ，…，: r N .) 皆有 

- B } H < yj < CjH , Bj + C , < NA , (14) 

此处一民与 C , 分别表示％中负系数与正系数之和，即粮数: y , 可取之值不超过 
NAH + 1， 适合 （13) 之整数组(心，…， ^ v ) 数为 （H + 1 广，而它们所对应之整数组 
(:，…，: y M ) 不超过 （ NA // + 1 产.由 （12) 可知（//+1)〜>(]^忖+ 1)〃,所以必定 
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有两组不同之整数 (/ ，…， : r 〔 v ) 与 (/ ，…，对应于间一组 ( y t ，…, _ y M ). 命 a = 
xl — Z ，•••，〜= Xs — jc ' n . 则(: r , ，…，办）为一组非全为零之整数，且适合 （10) 与 
(11)，引理 证完. 

引 S 对于任意非负整数 Z ， 皆存在有理整数 <><；!) 满足 

e 1 =心， 1 + …+# 

及 

I aj ° |< (a + lY , 0<>< n , 

此处 a 由 （3) 定义. 

证：当/<”时，引理敁然成立.当/> ”时，由于 
r ==一 a ^ r " 1 — …一 fl 0 
及 

^ = c * r 1 = ai^r + .-.+ an , 

故由归纳法易得引理. 

引6 对于任意正整数 n ，… ，〜 及实数 A > 0,适合不等式 


2 ^ 4-(^ — A ) . 0 < t | < r , , ••• ,0 < i m < r m 

^■=i r p L 

之整数组 （》,，•••，:》) 不超过 


(2m)+A~ l (r, + l)“.(r 講 + 1). (15) 

证：当 w = 1 时，若 A >1，则解数为零，若 A <1, 则解数不超过 n +1, 故引理 
成立.现在假定 m > 1及引理对于小于 m 的整数成立.今往证明引理对 m 亦成立. 
我们可以假定 


A > (2m) + > 1, 


(16) 


否则引理显然成立.固定 r = 〜及 i 则由归纳法可知幣数组*、，•••，‘，不超 

过 

(2 ot -2)+( A -1+_)、（ n + l )."( r — , +1). (17) 


易知 




2 


A-14-?* 
r 

2 A 


2 


^ A ? - ( l -^) 


A-l + ^ A + 1-- 
r r 

7 <2(r+l)A/(A*-l). 


(18) 


又由 （ 16 ) 可得 
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A ! - l > A ! ( l - i )> A ! ( l - i ) T . 09) 

在 （17) 中，命关于 r = 0，1，“.，〜求和.则由（18)，（19)可知引理对 m 亦成 
立，故由归纳法即得引理. 

引3的证明 记 

/?( x , , — … ，人 ）奸… ； ， 

此处•…，八）为 

N « ( r , + 1) — (^ + 1) (20) 

个待定有理整数. 

对 f 所有满足 

2 ^ 4"»wU ~e) (21) 

的非负整数 A , …， i -, 需有 

尺芒） = 0. (22) 

若对于任意 M 有 i ,> % ,则（22〉显然成立，故可以假定 

0<匕< 〜， 1 < ^ < m . (23) 

由引5将 (22) 左端所有$的方幂都用1,6 ,…, r 1 表示出来.由于在有 
理数域上是线性独立的，故得 n 个关于 C (), 的有有理整系数的线性方程. 
由 （4) 及引5可知这些方程之系数为形如 

(I )" •(: ,) a )' 〈” (24) 

之整数，此处 

^ = 0*1 — 6 ) + …+ (>. — «••)<”：+ — + %• 

故由 （5) 及引5可知 （24) 为绝对值不超过 

A = (2 a + 2) r ^- ：r - (25) 

之整数. 

在引6中命 A = rnc . 则由 （7) 及引6 »了知方程之总数 M 满足估计 

M < n (2 iw )* yN . (26) 

故由引4可知存在不全为零之有理锒数绀 C (>, ，… ，八）满足（21)，（22),(23〉，而且 
I C ( i , |< ( NA )^» < NA < 户― 

引理证完. 

3./? 在接近（$，•••， 6) 的有理点处的性质. 

引7 命 t < p < m ) 为有理整数及 
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Pjl . 

<1 m 


芒，I办 I < 9产 


此处 


命 e 为任意适合下二关系式的数 


0<5< 


0<e< 


12 * 


20 , 


(27) 

(28) 

(29) 

(30) 


( f , > 64 (a + l ) max ( l , | $|) t 1 < ^ < m . 

又命 n，•••，〜 为任意适合 

n ^ogg, < r M \ogq„ < (1 + c)r, log 奶 ， 1 < ^ (31) 

的正整数.则如引 3 构造的 K ， 在点关于 ( n ，…， rJ 之指标至少为 


dm 

T * 


证:命 ），，•••,)_为任意满足 




(32) 


(33) 


之非负整数 ，黄 
则引埋归结为证明 


■Hi ， ， … t x m ) = R ir 




■，…，匕 ）= 0. 

V^i qm f 

由引〗与引 3 可知： T 苻有理整系数且 

fTl < (2 y ) r 】+— 

因 T 关于 L 的次数不超过％，所以 r 的项数不超过 （ n +1) … （ r _ + l )<2〜+"+_. 
故由引1可知对于任意非负整数〖,，•••，〖_皆有 
I U , … ,$) | 

< (r, -f 1)-(% + 1) • 2 r| — +r -(2y> r i — 十 ■(max(l， | ^ | )) , « + ** +f - 

< y ； l+， ** +， - , y, = 8ymax(l ， I 6 丨 〉_ (34) 

由引 2, 引 3( ii )，（29) 与 （33) 可知 T 在点<6… ，於 关于 ( r , ,•",〜） 的指标至少为 




由 （6) 与 （27) 可知 


T (n) = 及 we, … 抑 … ★ , 


(35) 


(36) 
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此处由（35〉可知 （36) 右端诸 < 需满足 

(37) 

对于这种 u , 由 （27),(31) 可知 

一 log 丨栌…7> |> (2 H -^>2*; log 9, 

扣 -i 

^ (2 +^)r,logq t y 1 , ^ (2 + 5)r l log^i • 音 m(l - +5) 

> (1 + j 彡 )(1 — j 衣 )(1 ^~ ey l ^, r M \ ogq M . 

但由 （28),(29) 得 

(l+y^)(l-y^)= >l + j9> (1+e)*. 

故得 

I 栌…汾丨< (扑 …汾 ）+•• (38) 

由于<36)右端的项数不超过 （ r , +1)_«(、+ 1〉,又由（9),(30),(34> 得 
2 /i = 16 xmax ( l « | ^ () = 64 (a + l ) max ( l ， 丨 $ | ) <C qj , , 

所以由 （34),(36)，（38) 得 

|的… |< < 1 - 

但扑…汾 7^^， …，为有理整数，所以它必需是零，引理 证完. 

4. 整系数多项式在有理点处的性质. 

引8 命 



<u = o>(m’6) = 24 ’ 2— , 

(39) 

此处 m 为正整数且 


0<« 〈為 . 

(40) 

命 n ，•••，”_为满足 


1 < /£ < m 

(41) 

的正整数，命 1>0, 久为互素的整数且满足 



» 1 < # < m ， 

(42) 


0 2 3 ", 1 

(43) 


又命 SCr ,， 为有有理整系数非恒等于零之多项式，它关于&之次数不超过 
r„(l 且满足 
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rsi < 9 r *» 


(44) 


则 S 在点($，…， g) 关于 (r, ，•••，、）之指标不超过 e. 
记微分算子 


dx^ '••dx'jf * 

并称*•，+ ••• + i_ 为△的阶.若，…， A* 的阶分别不超过0,…， A — 1 
为……山 的函数，则行列式 


(45) 


及炎I，…，炎 A 


| 厶 ★ | Cl<i ， i</i) 


(46) 


称为心，…，^之广义 Wronskian. 当 m = 1•阶为 i - 1的苒子 只有^ •. 行列式 


| -1 (1 < i，j < A) 即为普通 Wronskian . 但斋注意，当时•广义 

Wronskian 不止一个 • 

命 …，七为 A ，…，: r_ 的有有理系数的有理函数（即两个有有理系数的多项 
式之商）.若有一组不全为零之有理数 q ，…， Q 使 


(，★ + … +c*^* = 0， (47) 

则此 m 个有理函数称为线性互依，不然则称为线性独立. 

在证明引8之前，先证次之引理. 

引9 若 和 ，…，卜 为 J：,, …，0：-的线性独立冇理函数，则其广义 Wronskian 
中，至少有一个不恒等于零. 

证：当 A = 1时，仅有的 Wronskian 即为 ★ ，故引理成立.现在假定 A > 1及引 
理对小于 A 的正整数都成立.今往证明引理对 A 亦成立 • 

因多，= 0为 (47) 型之关系式，故可以假定★尹0.记 
= 於:丨彡/，1 ^ y ^ 

由微商规律口 I知<，•••， A 之每一 Wronskian 皆可表为若千 之 
Wronskian 乘以有理函数（即^^之微商）之和.从而若〆，•"，〆有不饵等于零之 
Wronskian ，则士 ，…， #* 亦然.又易知〆，•••，〆亦是线性独立的.故不妨假定 

★ = 1. 

若心= c( 有理数），则卜_ = 0. 此不 可能. 因此有某变数，不妨假定为 x, ,使 

关 0. (48) 

若有非全为芩之有理数 Q ，•••<*使 

c*h+ w + c*6 (49) 

与: ct 无关，则由 （48) 可知 c 2 , …， c*-, 中至少有一个非芩.不妨假定 Q 关0.还可以假 
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定 Q = 1. 显然将#2换为表达式 (49) ♦ Wronskian 是不变的.故不妨假定 

語 = 0 . 

继续这一步骤 ，最 后可知存在正整数 * 满足1 < * < a a 使 

誥…一 誥 = 。 (50 > 

及，•••，&是线性独立的.由归纳法假定可知存在阶分别不超过0,…4 一 1 

的微分算子 △: ，•••，△*•使行列式 

=1 1^0 (1< £，）<★). 

同理可知存在阶分别不超过0,…， A — ♦ — 1的微分算子 AA, 使行列式 

% = | 给 | 关0 U < “) < A). 

记 

[^； . 当 
1 当是 

则 A, 的阶不超过 i —1. 由 （50) 可知行列式 

I △▲1= w t w 2 关 0 (1 

引理证完. 

引8的证明 当 w = l 时，若 

s ( fr ) = s ， ( fr ) - 


S(j：i ) = C| 一么 ) 丁（工 | ) = (q,x t — p, YC.qT'TC.Xx'i^ 

*〒（/>,，％> = 1,所以由定理^^可知心^：!：,〉为有有理整系数之多项式，故 
SO:,) 之首项系数应为#之倍数.由 （39) 与 (44) 得 
q \ <fTl<^r« = 9f>. 

即得 

t < er x . 

由于 S 在 />,/ 奶关于 r, 之指标为 //n ，故得引理. 

现在假定 m>l 及引理对小于 m 的正整数成立.今往证明引理对 w 亦成立.首 
先将 S 表为 

A 

s = (51) 
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此处七 与 A 为有有理系数的多项式.先说明这种表法是可能的.例如取 A =〜+1 
及4 sxir 1 即苟.从所有这种表法中，选取一个表法，其/»为最小者，则 

(52) 

今往证明与此表法相应之^ ，…， ♦, 为线性独立的.倘若不然，若有不全为零之有理 
数 t i ，…， c * 使 


爹1 + … + c*^ fc = 0, 

不妨假定參0,则得表达式 


s= 

这与 A 为最小者相矛盾. N 理可证必，…，办亦为线性独立的.故由引9可知行列式 
…= [(• J 1); (1<“ XA ). (53) 

同理可知存在微分算子 


此处 

使行列式 


△:= 


a f i + 


*i !** # *«-i ! 3xV 
ii + …+ i « r~i ^ i — l^h — l ^ r mt 
V ( x ! = I l # 0 Cl < < h ). 


记行列式 

WXj :， ，…，： r .) = I △: () 」 D ! ^)-/ (3： "… ，~ r _) | (1 < *»> < h). 

则由 （51),(53)，（55) 得 

I ^' O '- D ! 料‘ I 

=l/(x„)V(xi ，…， :c 灣 -i). 


(54) 

(55) 

(56) 


但 


1 

〜 0 - 1 )! 




(57) 


所以由引 1 及 （56) 可知 W 有有理整系数.因此由定理 1.13. 2可知存在有有理数系 
数之多项式 M ( X „) 与 V { X X ，…， JTd ) 使 

W(x x ，•- t x m ) = u(x„)v(xi ). 

由于 （57) 关于 A 之次数不超过 ％(1 所以 W 关于 A 之次数小 超过 / ir ， 

(1 ^ /i ^ m ). 

由引1及 （44) 得 

f5^~T| < 2 r i — 十 -gr 、 
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因任意 Si , L 之项数皆不超过(^+1)*"(^ + 1)<2〃—〜及由 （52) 可知行列式 
W 的展开式中的乘枳个数不超过 A ! <2、，故由（41),(43> 得 

r^K^KCn+D-Cr^+l)) 4 - (2 r ， + —，gp )* 


< ( 2 3( 、和.+" V】 ）* < (2 3 " 9 i> r, * < 9卜、 

因 《， v 都有有理整系数，所以 


现在命 


(58) 


tu = o>(m,c) 




将归纳法假定用于 …, J ：—), 并以 m — 1代替 m . hr ^-. hr ^ 分别代替 n ， 


…，代替【，在 （41), (43) 中以 2 o > 代替 (58) 代替 （44), 则得 p 在点 
($ ， …，^ ■) 关于(一，•… t hr m ) 之指标不超过—•将 iU , •… ,■!■—,> 看作:^ •…， 
的函数.则由指标之定义坷知。在关于（〜•_•，〜〉之指标不超过 


12 * 

类似地，由 （42),(58) 得又易知 


: ( oCmu ) < ytu ( 1 *) - 


所以将归纳法假定用于 w (: r _), 并以1代捭 m ， Ar ■代轉〜， g 代替 e •则得 《 U _) 在 


( t ， …，关于 (r, ， …，〜）的指标不超过 

由引 2( iii ) 可知 W = in ； 在关于 &,,•••,〜） 的指标0满足 


0< 


12 


普 


hel 


(59) 


命 d 表示 S (: r ,, …, A ) 在(色， ••••&) 关于 （ r , ，•••，〜）之指标.则由引 2(0, 
(39)( m > 1),(41),(54)可知,相应之指标不小于 


>d 


• ii — 
r \ 

“+• 


i = L-inl 

r m 


.+*•_ 


. i^Ll 


r^i 


^0 




^ d 一 at 


_izil 

r m 
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因指标是非负的，所以展开行列式 (56), 由引 2 即得 

> -昝 + 索職 ( 卜 ¥ ， 0 )_ 

故由 （ 59) 即得 

h 1 2 max ( 占一^--»0^^ 

此处 1< A < 〜 + 1. 

若 (A_l)/r„ ，则 （ 60) 之左端等于 


V + 24 < 7 , 




0* 


即得 t ?< jt 2 < e . 引理 成立. 


(60) 


若 (9< a — l )/ r _ ，则由于/ » <〜+ 1 <2〜， 故 （60) 之左端等于 

h / V 一 — 汐（[分"]+ 1> + 1) 

Jrf ' r m ) h 2r m h 

、 利[>^] + 1) 、 少〜、 t ? 2 

^ 2 h > ~ ZfT > T $ 


所以 t ?< c .引理证完. 
5.定理1的证明. 
假定 


卜-士卜广，(7>0, (61) 

有无限多组整数解 p ， g . 因6非有理数，故可假定其中有无限多组满足关系= 
1.倘若不然，则当9无限增大时彳将与某固定之有理数无限接近，即等于该有理 


数.故得矛盾. 


取5满足0<8< 1/12,即 （28) 成立.我们逐步取各参数如下： 

( i ) e 为任意满足 0< e <8/20 的正数，换3之 ，（29) ，（40)成立. 


( ii ) m 为任意大于 8 n 2 £ 2 的整数，换言之， （7) 成立; a >( m , e ) 则由 （39) 定义. 

( iii ) 为 （61) 的一组解，此处仍充分大使 （30),(43) 对于#= 1成立，并使 
下式成立 


qX> 1 T ■> y = 4(a + 1). 

( iv ) 逐步选取 （61> 的解使满足 

ywlog^i > log% (1 <^ < m). 


(62) 


(63) 
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由于 (61) 有无限多组解，故这样选取是可能的•又因，故由（出） 
可知对于1 <//< m ,(30) 与 （43) 皆成立. 

( v ) 选取 r , 充分大使 

C^vlogqi ^ logq ,. (64) 

( Vi ) 当2<#<历时•命 


[普] +! 


则由 （64) 得 

nlogqv < ^ logg „ 

< n log< 7 i 4 - log 9 „ < (1 +e)r,logg l ， (66) 

这就是 (31> 与 （42). 又由 （63) 与 （66) 得 

> tt^iloggi > tdTi log^i = 2r^i r t logg, 
lo 抓 — ^' los ^' 

>2( l + e ) V〆 ， 彡 r >】. 

这就是 (41). 

引 3 与引 7 之沾假定皆已满足.由 （9) 与 （62) 可知引3中给出的 i ? 适合 
間 〈广 》 < 9 f J , 

故况满足引8中加于 S 的条件.引8中其他诸条件亦皆满足.因此由引7 口 J 知 K 在 
(t， …，€关于 （r, , …， 0 之指标至少为夸•而由引 8 0 了知这—指标不超过 e .从 
而0 < 空< e ，即0 < &.因5是固定正数，而 e 可以任意小, m 可以任意大，故 

O 7 H 

得矛盾.定理证完. 


4. Roth 定理之应用 


定理1 设 n >3 及 

fU ， y 、 = 6oX-4-6 1 x^ , > + -+6^' 
为一不可化齐次多项式，其系数为有理裱数.又设 

gCx ^ y ) ^ 2 ^ xr y s 

r— 3 

为一次数至多为 n — 3之有理系数多项式.则不定方程 
f(.x t y) = g(x*y) 

至多有有限对整数解 ( i ， y ). 

证: 我们只需考虑 
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丨： 1<1 ， I 

之情形（对丨 x ：y 丨之情形，处理之方法相同） •: y = 0 之解至多为 1. 故我们仅限 

于讨论: V >0 之解 .令奶，…, 为方程 


/(x*l) = 0 

之根 , G = max ( j g n 丨）.则由（1)，即得 

I 60(1 — aiy) … (x —£>o；> I < G(1 + 2, + … + (” 一 2)y*~” 

< W 3 . (2) 

故必有一 v 使 

I x ~ a v y |< c , y _ - 
( c , 及以下之 c :, …, t 5 皆为正常 数〉. 

因当 p 大于 一 适当大之 c : 时， 

I ^~ a^y I = I ( a . — + (x — a , y ) I > > c A y f (3) 

故由 （2) 及 （3) 即得 


I x — a^y I < % 

«y 

或 

\ a -~ f \ < C 7 - 

由定理 1 ，此不等式仅有有限多组解；若，情形乃属埴然，定理即得证明. 
定理 2( Thue > 设 n >3 及 

g ( x ， y ) =心:*:* 1 + … 

为一有理整系数之不可化齐次多项式, a 为有理整数，则 

g(.x,y) = a 

仅有有限多组整数解. 

证：此乃上定理之一特别情形. 

定理 3( Thue ) 上定理中如已假定 a 券0,则可不必假定 gU ,： y ) 为不可化，但 
须假定 ffU t y ) 非一次式之 n 方及二次式之 I ■方. 

证：若= «(*,1>不可化，固勿待论.若&(*)为_;«(>3)次不可化多项 
式 hiz ) 之乘方，即 

giz ) = ( A ( z )) -/ -, 

则问题…变而为解方程 yVt cT ' 若 a 4 ” 是一有理锒数，则问埋化为定理2 

之情形.若 fl " 7 " 非有理整数，则此方程显然无解.今假定 
gM * g i (.z)g t iz ') 9 
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幻 （ Z ) 与 g t ( z ) 分别为 r * 次与 s 次整系数多项式，且其间无公因子.如是，所讨论之 
问题一变而为求解 

y g, ( y ^)^ ai * ( y ) = a t * a — a t ° i - 

已与〜则 A , a 2 仅有有限对.若有一解: y 关0, 士 1，则 
y r gi ( z ) = a , y ' gtCz ) = a 2 

有公根，即 

a r t ( gi (. z)y =* a \ (. g 2 ( z ) V . 

但心（疋）与心 （ z 〉 无公因子，又乒士 a 2 , 器 ,（ z ) 參土 a 〗 ，故此式不可能成立 .：y = 
0, 士 1之情况十分显然，不赘. 

附注：定理中 a ^ O 乃一必要条件，盖 X s _y = 0有无限多组解.又 （《: +以）_ 
== a %( x 2 -2 y) i = 1皆有无限多绗解，故其他条件亦不可少. 

§5. Thue 定理之应用 


定理 1 CLandau - Ostrowski - Thue ) 设 n > 3,6 2 — 尹 0 ，a # 0，</ 矣0_ 则不 
定方程 

ay 1 by -\- c — dx n (1) 

仅有有限个解. 

证：由 （1) 可知 

(2ay +6)* — (6 2 — Aac ) = Aadx m . 

若 

3^1 — (6* — 4ac) = Aadx" 

仅有有限个解，则职式亦然.因之，在今后之讨论中，不妨假定 a = 1,6 = 0. 即只需 
证明当关0，/关0时， 

y l - A = / x - (2) 

仅有有限个解. 

1) 设▲为平方数 m 2 •则得 

(.y 一 m'Ky -hm) = lx m . 

当： r = 0 时， y =士 m. 今设 jc 尹 0, 此时 y #士 m. 乂因若/ > + ，则/>不能同时为 

y + w 及 _y_m 的素因子.故能将 y +历 和 y — m 表成如下 形式： 
y-\~m =± p\ x = qz m » 0 ^ r, ^ n — 1 ♦ 

y — m =土 />V_ •••p'f'w* = tw m t 0 ^ s, ^ n — 1, 

其中夂，…， p> 为 2m/ 的索因子，因此 g 与 / 都只能取有限个非零之值. 
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又对于一组(?关04关0，/( 2 )=讲-一£无重根，故能适合定理4.3的条件，因 
此不定方程 

qz n — tw H - 

只能有有限组非零解答.定理得证. 

2) 设 々非 平方数，命 

\ yfk , 

«? = S _ __ 

U V ^ TT , 

今只需研究(2> 式中 x > 0之解，即讨论 

y 2 - k = lx\ 

的解.命: r ,： y 为 （3) 的任何一组解.则由定理 6. 10. 5可知有整数 r 及 g ，使 

—丄丨<」 7 =，0 < 9 < - Jx . (4) 

命 


^>0, 

k<0. 

x >0 (3) 


则有 

及 


乂命 


qy — rx 


= s % 


\ s\<Jx 


s = qy (mod x). 



(5) 

( 6 ) 


则因々非平方数，故又由 （6) 及 (3) 可知： 

5* — (fk s q l iy 2 k) s q 2 lx m = 0(mod x ) ， 

故，为一整数•又 W 

I 1 1< (- - -)" < ( £ ~ ^ 1 k ~ ) n = <l+u D". 


故对于给定的 rz 及丨，整数 £ 只能取有限个非零之值. 
再命 

r X" 


则易见 

r(y-»-i9) = 床 -. 

由于 

(j — qt9) - = (q(.y — (?) 一 rx)" — CA X -f- Atd)(.y — i?) + (- ~ l)"r"jr" f 


(7) 
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故得 

工”卢= ( s - q t 9) H ( y - hi 9) = (A, +A 2l ?)(y — ★) + ( - DWO + t?) 

= (At -\-Aid')lx m -f- (A 3 +A‘W = (A 5 +A 6 ^)j", 

亦即 

/?= A 5 -f-A sl ?, (8) 

其中 A ,,、 ，…， A 6 皆为与有关的整数. 

因 


及 


1 3 ^ 1+11? 1^ >/\ * |+| / 1 x- 4 - y/TTT < x- /2 ( vTTT+TTT + /HTf) 


故得 

于是由 

及 


| J 1+9丨《9 | ^ -/x -\-yfl y /\ k \ = V^Cl 4 - VT^T〉， 

< (1+ /TTT)-(yi ^ l+l /1 4 - /ITT). 

As — ((A； -h A 4 tJ) + (As _ A^t?)) 

A s = ( A 5 + A 6 i ?> — (As — A ( t 9))« 


可知对于给定的《，々，/,檳数 A S ， A S 只能取有限个不同的值，亦即#之个数有限.又 
巳知/之个数也有限，所以对于给定的 〜 只有有限个方程 （7). 

由 （7) 式得 


及 

于是 


Uy-\- 0 ) = (As+A^Ks+qt?)-, 
tCy - d ') = (A 5 — A s i9)(5-qi?)". 


2 t = -i-[(A s 4-A 6 t9)(5 + <^)" - (A s —A 6t ?) (基一矽）-]. (9) 

当 n,/(^0),A s ,A 6 已与，若能证明上式石边为一适合定理 4. 3 假定的整系数多项 
式 /?( S ,g)， 则 （9) 式只能有有限组整数解 0,9), 于是再由 （7) 式，可知只能冇有限 
个+同的:V，因之 (2) 式也只能有有限组整数解 (x，_y), 而定理明矣. 

欲证明 g ( s . q ) 适合定理 4. 3的假定，只需证明 

/(*> = y[CA 5 +A 6l ?)U + (?). —(A 5 -A 6l ?)(z-t?)-] 
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无重根即足.但此为显然之事，盖若不然，设 

/(«) = 0» / / ( z ) = 0 

有公共解 2 = 则 z 。 必适合 

A 5 + _ fz 0 ~ t?\" __ Iz 0 — 

A 5 — Aid vz 0 + 0) ’ 

因得 ¥ = i , 此不可能.故得定理. 
z -rd 

习题1.设《为一奇数> 1.依次排列自然数之平方及《 次方: 

1 = Zx < Z 2 < Z 3 < 

证明 

习题 2 .命〈$) = min ( e —[ d，[d + l —髟，则 
lim x* n <x"’* > = co. 

JT 搴乎方敝 


§6. ^ 之超越性 

前已证明超越数之存在性，且实数中几乎全部是超越数，盖代数数集仅一可数 
集耳.今转而发 问：某 一定数是否为超越数，如 ^» t * sinl 等是否为超越数.此种问 
题，远较前之笼统的存在性为难.本节及下节中将证明 e ， it 之超越性.但迄今为止 
数学家仍无人能证明 e + n 为超越数或否.又如 Euler 常数 

7 = lim (1 + + + …- log n ) 

是否为超越数亦为一未能证明之难题.不仅如此，且无人能证明 y 为无理数或否. 
此乃著名之 Hilbert 第七问题之一部分，其另一部分将为§ §8— 10 论证之主题. 
定理1 <?非有理数. 

证：如 能证明 e ' 非有理数即得定理.命 

e 1 — ^ » 

此处 

_ 6( — 1)* — — D * 

易见 

0< c- i)^ Pn = - („^2)! + …< uTTTT 


因得 




笫十七章代数数与超越数 


• 491 • 




即 

n \ e l = 

决不是一整数. 

定理2 命 

/(^)== 力 flmJ ' 

■i»0 

Fix') = XI F(O)^-FCx) = Q(x), 
*-0 

则 


证：有 恒等式 


I Q(x) I I) !"• 




特别，有 


故 


F(0) = ^a m m ! 


|Q(,)| = |i ： a.S^-E a .Ef/,*| 

I M—c *-0 " • M »0 *■<! ^ 4 I 

U >1 


< 2 I a - I 2 I ^ l*/c^ —»»)! 

«_0 4 — «+•! 

-I ； u- n*i'E 1 fr 1 -<* w S u- iur. 

K-f> l-l L • "1-0 

定理 3( Hermit e ) e 是超越数. 

证 ：假定 f 适合于 PU ), 而 


go ^ 0 ,m > 0 , 

此处办是有理整数.命 /» 为一素 I 办 I )•又命 
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/( x ) 

由于 A 是 /( x ) = 0 
fix ) 




y^Q<x* (a* = a* (/»〉)• 


(/> — 1)! 

L/r 重根，故可书为 

C />- l )! 

= — + + … 

(P-1)! ’ 

此处 A.B 皆为有理格数.由此 fU ) 做出定理2中之 FU) 及 Q(x) .则 

0 = FC0)P(«) = fco>2^«* 

k -0 

= Sg , FCA )+ ^«. Q ( A ). U ) 

*=0 *-0 

又已知 

'Z^Fa) - S r k) (o> + 2 g* 2 f k)(h) 

*-0 *~0 1 *-0 

=go((wi!)’ + pA ， + "•) t + /»(/>+ DB^i.* + …〉， 

*-i 

此乃一有理粮数.于上式右边 /»^^。（爪！>_, 而其余各项皆为/ > 之倍数，故 

*-•{1 

若能证明，存一素数 A>m a x(m, | 心丨），使 

| 2^ Q ( a )|< i , 

*-n 

则由 （1) 式引出矛盾.由定理2可知只需证明，对一固定的X，当沪一 oo 时 

2 I a * 丨丨工 I * 一 0 


即足.此点之证明 极易: 


2 u * iixr <- 


I x I 卜 1 n (A +i 工 I” 

轟 -i _ 

C />- l )!~ 


7. TT 之超越性 


定理 1 K 非夼理数. 

证:若 * = |*， a *6(>0) 是有理整数，命 
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r , 、 x n (.a 一 bxY 

/(■r) =-:- 

n ! 

及 

F(x) = - *f (-l)-^ 2 " 1 (x), 

易见 /(： r ) 及其导数当 :c = 0 及 《 时取整数值•即 F (0> 及 FU ) 是整数.今 

^^(F^jrJsiar — FCjt)cosx) = (F^Cx) 4- F(ar))siar = /(j)sinor. 

故得 

J /( jr ) sinj ^ j ： = Fin ) — F (0) <1) 

是一整数. 

但当 0 < x < x 及 n 充分大时，有 

0 <C /( x)sinx •< < 丄》 

n ! jt 

故得 

0 <C J^/(x)siazz/x < 1. (2) 

(2) 与 （1) 矛盾，故得定理. 

定理 2( Lindemann ) 是超越数. 

证：由于 i 是代数数，又由于二代数数之积及商仍为代数数，可知 rr 与以或同时 
婭代数数，或同时非代数数.故只箝证明 k 非代数数即足. 

假定适合于 

/ U ) = or w 十…广 1 +…= 0， a >0, 

则适合于 

， * l /(f)= jc" +a】， 1 +…= 0. 

又因为 m 与 ciiir 同为代数数或否，今只需诬明适合 

p(y) = y* 十是麟 -ly*" 1 + …+ *。 = 0 ， m > 0 

为不可能. 

命 

Piy) — JI ( ， — aa*>. 

因为1+，= 0,故只需证明 

R = ff (« r 0 +<?•*) 关 0. 


尺可以写成 
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^ — C+ " + yi … 

=c + 〆* + +•••+〆 ， 

于此， r 为 2" 项中指数之和为零者之个数，而戽 ，…，氏 不为苓. 

命/>为一素数 > max(c,a ， JJa | 爲 I ) •命 

fc-i 

(ar)^ 1 JJ {ax — a^ h ) p „ 

fU) * (V-D! = 

与定理 6. 3 之证明相似，可得 

f(r ) ^ A^x^ 1 +A，：c’ + … 

’ 一 (p-D\ 

= — 氏 y + — 氏， 1 + … 

(/ >一1)! ’ 

式中诸 A 为吵，…，吼之对称函数，故亦为叫，…， oa A 之对称函数，为冇理整数， 
且 A, ,吴 OCmod p). 

做对应之 F(^r) 及 OU)， 则 

F(0)R = F(0)(c+ cF(0>+ S>(A)+ SQ ( A)， 

A-l h-l 

于此， 

cF(0) = c(A, i + pA p -\- •••) 

为一有理整数，但非 P 之倍数.又 

i；FC^) = p.h 4 - pip 4- l)y^i.fc H- **•) 

*-! A 皿 1 

=p 2 yp» + /> (/ > + i)Sy 州 .*+“• 

*«t A-l 

= pc p -^- pip + l)c^.i + …， 

c P ，c^ ••为 咖， …， 啦 之对称函数，故为有理整数.故 &F (典）为 p 之倍数•因而 

*-i 

| cf ( o ) + 2 F( ^ ) I> 1 - 
*-1 

今只滞证明，当/»充分大时 

丨1:⑽)|<1， 

*«1 

即当: C 尚定时 

lim^ la* 11 x I* = 0. 



由于当 p — oo 时 


• (a I j: I ) 卜 1 JJ (a I 1 | + a I 戽 I ) 户 

S'-"xr< -- 0 - 

故得定理. 

附注:此定理也回答 r 只用圆规直尺不能“化圆为方”的问题.即不能用阀规及 
直尺作一线段其长等于单位圆之弧长之问题. 

习题1.若$是有理数，则 sinhf 是超越数. 

习题 2. 证明 〆 是超越数.因之证明 sinl 是超越数. 

§8. Hilbert 第七问题 

在1900年 Hilbe « 矜列举23个数学上未解决之问题.其中之第七个问题（除已 
见于§6之一部分外） 为： 

若《是一代数数关0,1 •又#是一非有理数之代数数，问 V 是否是超越数.他并 
举出两例 ：即能 否证明2^及 P == (-1)-* 是超越数. 

关于此一问題之第一个重要贡献是在1929年由苏联数学家 A . O . rem^OHA 所 
给出.彼证明，足超越数，并指出其方法可以解决#在任意虚二次域中之 Hilbert 
问题.1930年 Ky 3 b MHH 将 r C Jib 4 K) H ;i 之方法推到实二次域.特别证明了 2^是超越 
数•在1934年 rejiwjKJHn 与 Schneider 独立地解决了 Hilbert 问题. 

在 Hilbert 叙述此问题时.曾经提起，此问 M 之解决将后于 Riemann 推测及 
Fermat 问题.但今天亊实已说明适得其反.因之，在一问题未解决以的，实难以推 
测其难易也. 

命 K 表 一 A 次代数数域•且命 历，… ，爲为其一整底，即任一 K 中之整数可以唯 
一地表成为 A 戽+… +4 之形式，其中^，…，^为有理整数.用符号 GT 表示 a 之 
诸共轭数《» < °(1<:’</1)之绝对值之最大值，即 
| a ] = max ( | ff <f> | ). 

引 1 若 o 为一代数整数 

a — ai 呙 + …+ a k p k , 

则 

I a * 1^ cfal ， 

此处 c ( 及今后之 d , c 2 ) 为仅与 K 及所选定之整底•，沐有关的自然数. 

此引可由解联立方程组 

a '* 1 = 々 〆•“+•••+ , !<*</» 
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得之. 

引2 若0</><穿，处（1<々</>，1</<9)为尺中之整数，且0<八，则 
有一组 K 中的非全为零的代数整数心 ，… ，乞适合于 

a*i 色 + …+ 叫芒,= 0， 1 ^ ^ ^ (1) 

及 

[^|< c ,( l - f -( c l 9 A )^^ > ), 1 < / < 9 . (2) 

证:命 

= : n 戽 + …+ Xik^k * 1 ^ ^ 9» 

此处： r n ’•••， x gt 是有理整数.命 

au^r ― + …+ aurkfik t (3) 

此处 a « rl ,-, a ^ 也是有理整数.于是 （1) 式变为 

g V * * t * 

o = 2:4 = 2 2 x ^2 a ^- 

<•• I / * 1 r* 1 r* 1 J— I I 

= 2 (2 沒 -， 

« 二 I r ^\ |«1 

\< k ^ P . 

由于呙，…， A 是线性独立的，故得由个方程所成的方稈组 

A 9 

22>队〜=0，1 <★</», (4) 

r »| / 讎 1 

其中有知个未知数. 

由 （3) 及引 1，可知 | a Mrw c max |^]A < c t A . 

Ki <* 

故由引 3.4 可知 (4) 式有非皆为零之有理整数解答，且适合于 

| 办丨 < l + C / u ^ A )，"^，)， 1 </< 9 , 1 

故得 

(61^1 丨 ㈤ + …+ 1 I * | 闷 

^ c z h(l + ( hqc z Ay ,lrP) ). 

命 c z A = q ，即得引理. 


§9. rejib(J)OHA 之证明 


设 0 关0,1是一代数数 ，又# 是一非有理数之代数数，要证明〆是超越数.若不 
然，即若 y =〆=产 -( 此处 logo 取 0 之对数中任意固定的一值 ，M loga^O) 也是 
代数数，则可导出矛盾. 

设《，士7皆在一 A 次之代数数域 K 中.命 
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m = 2 厶 +2 ， n = , 

2m 

此处9 2 ==«乃一自然数之平方且为 2 m 之倍 数者. 又命外，內，…，分代表 f 个数 
(a + 增 ）logo I 1 ^ a ^ 7* 

引进整函数 


R(x) = + — 4 - if,e p > x , ( 1 ) 

于此 71 ，…•卒为待定系数.今由下面的条件来定出％ ，…，邛. 即解打 z = 2 / w * 个未 
知数 7 ,,…，孕的个齐次线性联立方程组 

(\oga) k R l>) U) = 0, 0<是<«—1, (2) 

此方程组的系数在 /C 中，且其系数是 


( loga)'*<<a + ^) loga ) V u+ ^ = (a + ⑹ WS 


1 ^ ^ m, 1 ^ a»6 ^ 9 * 0 ^ it ^ n — 1. 

习知有一自然数 c , (此处 q 及以后之 c 2 , c 3 , …皆表与 n 无关之自然数）存在，使 
皆为 K 中之整数.故于该方程组之每一系数乘以 
cr'crcr = cr '^ c^cp 


后，其系数皆变成 k 中之整数.且其诸系数之共轭数之绝对值皆 
故由引 8. 2知有一组非全为零的 K 中之整数％,•••,%为其解，且 

因为灼 ，…， 0 各不相间， 口 1 知 R ( x ) 不恒等于零.不然，展开 （ 1 ) 式右边可得 
Ti/ot + V 2 # + …十 = 0，是= 0，1，2» … 

由此得出 rf t — ift = ••• = rf , = 0,此乃矛盾.于是由 （2) 可知 

RU) = a,.〆 ： ! ：一 /)-+a irfl “ （ :c-/) >rf i + …，1 (3) 

其中不全为零.故必有一 Q 然数 r 存在，使 

R lki (,l) ^ 0, 0<^< r — 1， 1 </< m , 

但对某一/。（ 1 </。 < m ), 

R < r , ( A >) 9^0. 

由（3)，显然 r 多 n . 

今往研究数 

( loga )^ i ? < r , (/ o ) = p = A 0. (4) 

此数仵 K 中，且 cf - p 是 / C 中之整数，故 

I N ( 户 ）\> cT^ 2 ^ >ci r . (5) 


另一方面， 


(7)0—(qg)W <<:〆• 


(6) 
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今往求出 I p 丨之一适当上界.用 Cauchy 积分公式于整函数 


S(«) 


t R ( z ) 
•(z-U 


: H ( ㈡ ) 


*#/ 0 


则有 


此处 c 乃圆 


p 含 (log a)- r S(/o) = (log a 厂 ~ J - dz , 


1*1— m(l + f) ， 

故在 C 中.当 z 在圆周上变动时，有 

I R ( z ) |</ max | m \ ^ ,l ^ >，0BlJ *" (,+ « > < tc ： n ^ X} 

»<*<；/ ' 

I * — ^0 l>l Z | —I lo |>m(l + — )— m = —* 
I z — k \ ^ — t 1 ^ A ^ Wl , 

q 

卜 -u'j ㈣ no ' 

“％ 

ISC*) Krjclor^d, (f ■厂 < f ;, r — ， 

故由 （7) 得 

I^ K^I (loga)-M J c |f^|l^ I 

<1 (loga)- F l.m(l + y).cWr^ 3_ " > ^ • 5 

由 （6> 及 (8>, 得 

I N( P ) jO <A_,>(rf + )++< * 一 

以 m = 2A + 2 代人后，即得 

I N (/ >) |< W W *. 

比较 (5) 式与 (9) 式，可得 

~ ^15 • 

充分大时，由于 n， 上式不可能，故得 矛盾. 


(7) 


(8) 


(9) 



第十八章 Waring 问题及 Prouhet-Tarry 问题 


§ 1.引 言 


1770 年 Waring 于 Meditationes Algebraicac 上宵作如次之 推测： 

凡正整数必为四个平方数之和，九个立方数之和，十九个四方数之和等等. 
窺其词意似谓 ：“有 一整数 sik) 存在，每个正整数必为 Wife ) 个丨乘方数之和 . ” 
待百余年后， Hilbert 首先证明此言. 

切实肓之，以上之问题可以改述 为：命 A 是一固定的正整数.问是否有一整数 
5 = sU ) ，使对任一 n (> 0) ，不定方程 

” + …十: rj ， a > 0 (1) 

常有解芥. 

今以 g(k) 表最小之 s 之具有此性质者.故 Waring 之叙述乃 
u g(2) ^ 4 , 发 ( 3 ) = 9 ，贫 ( 4 ) = 13 等等 ” • 

今以 G(k) 表示凡充分大之粮数 n 皆可以表为 G ( W 个々乘方之和者.即若 s > 
GU ), 则 （1) 当 n 充分大时有解.显然 

G(k)^g(k). 

实际上两者之间相差极远. 

在本章中仅证明一些极个别之结果.而 Waring - Hilbert 定理（即 g(k) < oo ) 将 
于次章中证明之.该证明并非 Hilbert 股证，乃 JImhhmk 所发明者，远简于 Hilbert 职 
证. Xhhmhh 称之为数论三珠之一. 

§2. g(k) 及 G ( fe ) 之下限 

定理 1 发 (*)> 2 * + [( 吾 )*]- 2 . 

证1命 g =[(音 ) .取 

n = 2 k q — 1 < 3 * » 

则此数只能为若干个 I 4 及 V 之和.而 s 最小之分裂法为 
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n ( 9 -1)2* + (2* — 1).1*， 

即为9一 1个 2* 及 2* _ 1个 1* 之和.故 

g ( k ) >2*+ 9 -2. 

由此立见 

发 （2) >4, g (3) > 9, g (4) 彡 19,容 （5) > 37，.“. 
定理2 若则 GG ) >々 + 1. 

证：命 A ( N ) 为不大于 N 之正整数之可以表为 
■rt + …+ jtJ ， x „ ^ 0 
之形式者之个数，今排列：^&为 

0 < 而 < …< JT* < [N I/4 ]. 

A ( N ) 当不超过适合此诸不等式之整数数 ， BP 

CN J/ *J *k x *-l :* 

A(N) < S S S … E 1 - 

r k m0 广 0 : 、一 0 

右边之和为 

B ( N ) = -^([ N l / *]-|- l )( CN ,/ *] H -2)»*([ N ,/ A ] H - ife ). 
今用归纳法证明此点.当 A = 1，此乃显然.故所待证者乃 

sorr ). 

而此式乃易证之式也. 

当 AT — oo 

B ( N ) <-| n , 

即1 N 充分大时 

ACNXyN. 

因之， A ( N ) 个数中不能包有小于 N 之全部 E 整数.故 

G ( k ) >A + 1. 

通过同余式之讨论还可以稍稍提卨 GU ) 之下限.例如，由于 
x 4 =0或 1( mod 16)， 

故形如 16 m 15之数至少要15个四乘方之和.故得 

G (4) > 15. 

但若 

16 • n = X * + ••• + x } 5 , 

则得2丨 ( j：i ,••• * Xi 5 ) 丨，即 
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« = xj + … +j ： U. 

又31不能表为少于16个四次方之和，故16 • 31必不能表为15个四次方 之和. 
故得 

G(4) ^ 16. 

一般言之，此法好以 证明： 

定理3 若 ★ = 2* 彡4,则 > 4*. 

证：前 已证明 8=2 之 情形. 今设 d >2 . 不难证明 
:r* 三0或 1(mod 4^). 

命《为一奇数，若 2~ 2 n 可以表为不多于2 〜*一1个务乘 方之和，则其中每一走乘 
方必为偶数，即为 2* 之倍数，由于 2* 〉 2 WZ , 而2十”•此不可能.故得定理. 

§ 3. Cauchy 定理 

命？ > 1.在本传中，我们将讨论同余式 

•r* -h •- +xj = n(mod q ) 

之可解条件.由孙子定理可知，吾人仅须研究同余式 

d + … +Z s ”(mod 广 ⑴ 

之可解条件即可•此处/>为一素数.因” =”一 1 + 1*, 故在下面的证明中我们常假 
定 P 七”. 

在研究此问题之先，我们先来证明次之 定理： 

定理1 ( Cauchy ) 设 or" …，： r K 代表 m 个互不同余的数 mod <?»力，…，％代表 
”个互不同余的数 mod 且存在一数 ： y , 使当关_；•时 ，（ 乂一 乂，9) = 1,则 
(1 < « < m，l < ”）所代表的互不同余 mod 9 的整数个数> min(m + ” 一 1, 

9>. 

证：当 《= 1，定理显然成立•今设 ”>2,并不妨假定定理中之 *•= 1. 

命 A ，…， z , 为形如的互不同余的数 mod 9,若{=…则定理巳经成立， 
故假定 r <心并以 XU 分别记集合 I，. —.x* ，…，:，••_，《” 

作 A +yi + X ( y „ 一力），则当义=^0，1时，此皆属于因 （g，：y —％> = 1，故 
必存在 A。 使 .r, +力 + (A。 一 lKy ■ —_>, ) e Z Mx x +力 -f A 0 (.y, 一 _yi) 硭 Z, 命; r, 
+ A 卞 A 0 (：y •—力）+为 = 占，则得占一 j ，珐 Z 而及一 _y” e 2 •将力 ，…，％适当的加 
以排列，可得 

iS ~ y , € Z (1 <5<r), 

1汐- 3V 6 z 

显然 r < ”一 1 •作 Z f ：z = x u + 乂，“ = 1，2, …， m，s = 1，2, …， r . 则沒 一 jv € 
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否则由 S ~ y , -x.+x 即得 S — 乂 =4+外€乙若 Z' 所代表的互不同余 mod 9 
的数的数0为〆，则 /</-(«-r). 另一方面，由归纳法假定可知 r'>w + r — 1， 
故得 / ^ m n — 1. 


定义 设，II ★，则定义 


定理 2 若同余式 
有解，则当 />y 时 
亦有解. 


fr+l, 当夕； >2? 
~ tr + 2, 当夕 = 2. 

x k = a(mod p r ) tp^a 

x k = a (mod p 1 ) 


( 2 ) 


证 ：设: V 为 (2) 之-解 . g 为 p l 之一原根（若 /> = 2,可取 g = 5). 决定整数 

0,使 


« = y^*(mod p l ) * (3) 

由此显然即得 〆 s 1 ( mod 〆 )•因之 p T (p-l) 丨 6 •令 6 = p^p-Db,. 我们显. 
然可将 (3) 中之指数 A 代以 

b-hhp Hl (p-l) = /> f ( / >-1)(6, +/»〆 -«-•)， 

此处为任一整数.命々-= 〆 々，，《，/») = 1,则可取 A 使 
6, - hhp 1 = 0 (mod Ai ). 

由是即得 

a s y k g h s y k g &¥h (广 1 ’ 安 (mod p 1 ). 

定理即已证明. 

定理 3 若 （1) 式对/ = y 有解，则对/>/亦有解. 

证：由假定，有％， …，％ 使 

y\ + …+ = n (mod p r ). 

因 p 七 n ， 故必有 一： y ， 不妨设为:，使 p 七: y : ，由是即得 

yt s n — —…一 yj (mod p r ). 

由定理 2 有： r , ，使 

十 (mod p 1 ). 

定理 4 若 A = 2、则当时 ，（1) 式常有解；若*关2%则当 s >3 A + l 
时， （1) 式常有解. 

证 :我们 显然只须讨论时之情形.由定理3,我们只须讨论 Z = y 之情形即 


可. 

1) 若 A = 2%则，= 2#* = 4A. 同余式 


当时显然有解. 


X | + ••• + x ? = n (mod 2 7 ) 


2,〉户= 2，々= 2U。 > 1，2氺走。.此时走彡 *f2 y ，故当 s>3ife：>2 y 时，（1)式 

4 

即有解. 

2 z ) p > 2 , p ~\ | A. 此时々>〆（/> 一 1) 〉•!•〆，故当5>3灸>〆时， （1) 式 
显然有解. 

2 1 )/»>2,(/»-1)>^，/»十走.此时7=1.由（/ >-1)0 及定理 3. 7. 2及 3. 7.3, 

可知当: r 过缩系， mod p t jc k 给与 

d —— 户 1 — >1 
(*,/> — 1 ) 

个互不同余的数， mod /». 由定理 1， jt { +… +:ci(p 七 ，…， X,)给与 
个互不同余的数， mod />.当 

J >2 * >£ fT^^T 


min (< i + (d — 1 〉（j — 1 )，/>) = p . 

故定理成立. 

2 A ) p > 2 ,(p — 1) \ k,k = p T k Q , p ^ k G . 由于 

x p，t ° = x *° (mod p ) 

及（/»—1)0。，所以？至少经过（/>一1)/(/»—1,怂）（：>1)个互不同余的数，010(1/>, 

故 

if+ … +*rf ， pkxy*^x t 

给与 


一屮 5 - d ， 〆 ) 


m,n u/-i ； *7) U/>-i^c) l r … p ) 

个互不同余的数， mod 〆 •由 

/ T - -• 

2 (* 0 ,/»- i ) a 0 ./»- i ) 

可知 jrf + … + x |( p 七:*:,… : r ,) 给与 〆 个互不同余的数.定理即完全证明. 
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关于 Waring 问題之研究，初等方法一般并不能得出较好之结果.现在介绍数 
例.对特殊之 A 证明 GU ) 或 ga ) 有[:限 存在. 有时也能求出上限，但该 t 限是不甚 
精 密者. 由定理 8. 7. 8已知 g (. Z ) = 4. 

定理 1 g (4)<50. 

证 :今由 悄等式 

6(a: +6* +r 2 +/)* = (a + 6)< + (a — b)* + UdY 4 - U — dY 
+ (a + c> 4 + (a - c) 4 4- (6 + dY +(,b-dY 

+ (a+</) 4 + (a — d)’+ (6 + c) 4 + ( 办一 c)* (l) 

出发.由于可表任意一整数，故左边实际上表 6: c z 而 I 是任一整数. 
任一整数《可以表为 

n = 6 N - hr t r = 0,1.2, 3,4, 5. 

故 

n = 6( j：f -h x | 4- x * + ) -f r . 

再经悄等式 （ l )6： r ? 可以表为 12 个四次方 之和. 故 n 乃 4 X 12 + 5 = 53个四次方数 
之和. 

再进一步若 81,则可以表为 

n = 6 N + t t 

此处 N >0 及卜"= 0，1，2,81，16及17,此五数三0，1，2,3,4,5(0 10 <1 6) .而 
1 = 1 4 ,2 = 1‘ +1 S 81 = 3 M 6 =- 2 M 7 = 2 4 + 1. 

故同上法，若” > 81，则珂以表为4 X 12 + 2 = 50个四次方数之和. 

当 ” <80时，易于算 出：若 50,显然有 n = n • 1* ，若50 < n < 80,则《 = 
3 • 2 4 + (” 一 48) • 此为3+ ” 一 48 < 50个四方数 之和. 

N 法由恒等式 
5040( a *4-6 2 + c J - h ^) 4 

~ 6】^(2 a ) B +60^(<1 土 6)* + (2 a 土 6士 c )* + 6 乂 （o 士 6士 c 士 </) 8 ，（2) 
oj 以证明 g ( S )< oo . 此式右边共有840个8 次方. 又因 n < 5039都可表成 < 273 
个1及2的8次方之和，故由此可得 

g (8) < 840发（4) + 273 < 42273. 

定理2 G (3) < 13. 


证：今由等式 
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((〆 + xj 3 + (z 3 — a) 3 ) = 8z 9 + 6z 3 (xf + orf + d + Z) (1) 

i — I 

开始.若一数坷以表成 

Sz 3 + 6 mz 3 1 0 ^ m ^ z *, (2) 

则由 （1) 此数一定可以表为 8 个立方数之和.因为 m 町以表为 d + x | +xf , 且 

JCi < « 3 • 

命 z 为 6 除余 1 之正整数 ./« 代表隔间 

炎 U) = llz 9 + ( 2 3 + l) s + 125*’ <n< Uz 9 = 0(z>. (3) 

敁然当 t 充分大时有 

彡 (z + 6) <C 0( z ) • (4) 

即 /, 皆为互相衔接之隔间.即当充分大时，必有一2：使(3)式成立. 

由下式定义 rd 及 N : 

n ^ 6 r ( mod * 3 )， 1 ^ r ^ . 

n = s + 4 (mod 6) * 0 ^ s ^ 5» 

N = ( r + 1)3 + ( r 一 1)1 + 2{z 3 - r) s 4 - (sz)\ 

如此则 

0 < N < ( z 5 + 1〉’ +3^ + 125 z 3 = ^(«)-8 z , < n - 8«\ 

故 

8z 9 < n - N < 14 z B . (5) 

今往证明 《_ iV 可以表为 （2) 之形式. 

n — N = 6 r —( r 4- l ) 3 — ( r — l ) 3 +2 r * = 0 = Sz 9 (mod z J ) ， 


又 

n — N 三 s +4 — ( r +1) — （r 一 1)—2( z 3 — r ) 一 5 Z 
=j + 4 — z(5 -h 2) = 2 = 8 = 8 z 9 (mod 6)， 

故 n — N —知 9 为 6 z 3 之佶数，即 

n = N 8 z * -h 6 mz 3 . 

若能证明，则定理已明.但此点由 （5) 立刻推得. 

定理3 ^(3) < 13. 

ff .,1) 先算出若373,则 #U + 6) 或，当 f > 379时 

II/ 9 + ( z 3 + I) 1 + I 25 t a < 14( 卜 6)*• 

即 

14( l - j )'>12 + f + ^ + ^-. ( 6 ) 

由于当0<8< 1 时（丨 一幻 ” > 1—/ W 5, 故 



故若能证明 

或若能证明 

2(/-7X54) >^--f + 

则 （6> 式 成立. 由于 /> 7 X 54 + 1 = 379, 故 （6) 式成立. 

即当*-= 373以上，诸 /• 是衔接的.即当 

n ^ 14(373)* 

时必落在一个 J, 中.又 10« > 14(373)*. 故任一整数> 10« 者必可表为十三个立方 
数之和. 

2) 再 if 不大于 10 25 之数也是十三个立方数之和.先造表可知小于 40000 之数 
除去 23 及 239 外皆是 8 个立方数之和，而 23 及 239 是九个立方数之和.即若 240 < 
”< 40000 则”是八个立方数 之和. 又若 1 及 m = 则 

N-m a ^ (N ,/3 ) s -m 3 <3N* /3 (N 1/a -w) <3N ,/3 . 

假定 

240 < n < 10 ,s , 

并命 

n = 240 4-N, 0< N< 10* 5 , 

则 

N = m 3 H- N,. m = [N ,/S ] f 0 < N, < 3N Z/3 , 

N = mf -f N 2 , m l = [N| /3 ], 0 < N 2 < 3Nf /J , 


故 

由于 

故 


N 4 = m\ + N S , m 4 = [W 1 ], 0< N s < 3N!' 
n = 240 + N = 240 + N$ -f- m 3 -h wi? 4- mj -f- m| + mj. 
0< N 5 < 3W 3 < 3(3N| y, ) m < •» 

< 3 • 3* /3 • 3< ⑽ * 3 t: ⑶ * 3 «/ 3 >‘ N u/3> J 

/ N /10 2S 

= 27 (m <27 d) < 35oo °- 

240 < 240 + N s < 35240 < 40000, 



第十八車 Waring 问题及 Prouhet-Tarry 问超 . 

即240 + Ns 可以表为八个立方数之和，故得定理. 

由恒等式 

60(a*+A 2 +c* +d 2 y - 2 (a ± 6 ± c)C + 2 2 (a ± 6)S + 36 S a$ * 

可以证明 ^(6) < 184^(3) + 59 < 2451. 

§5. 有正负号之较易问题 

命 vU ) 为最小之自然数5,使任一整数 

n =士 ■^士 :ci 士… 土 : rf 
有解.即可以取土号并整数•使上式成立.显然 

v ( k ) <： gCk ). 

对此问题， v ( A ) 的存在是十分显然的. 

定理丨 t /( ife )<2 4 - 1 +^!. 

证此定理须用次之定理. 

定理2 命 A / U〉=/(jt + 1)—/( o :)， A — '/(幻= △(△-/(■ r )) •则得 

= k \ x -\- d t 

此 d 是一整数. 

若 fix ) 是一 A 次多项式 其旨项 系数为 a 者，则 A /( x ) 是一 U — 1) 次多项式其 
首项系数为知.续行此法可得定理 2. 

定理1之证明： AH ： c 4 可以看成是2— 1 个士 x 4 之和. 

任与一锒数 n 可以表成为 

n-d = k \ x ^ l , I I |< y *| 

之形式，即 

n = ^x kJ cl. 

由于2*" 1 + / < 2*^ + !. 故得定理. 

定理3 v (. k ) < G (^) + 1. 

证 ：取: y 充分大使 n + y 大于某一充分大之数.由 G ( k ) 之定义，故 ” +y = x ? 
+…+扃《.故得定理. 

定理 4 v (2) = 3. 

证：由定理1已知 v (2) <3.但6不能表为二平方数♦因6不是二平方数之和， 
而二平方数之差/ 一 y 2 或为奇数♦或为4之倍数.故 vi 2) > 2. 
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定理 5 v (3> 为 4 或 5( 未解决其为4抑5,推测是 4). 

证：由 

— m = 0 (mod 6 ) » 

可命 n 3 — n = 6 jr . 故 

n = n s -( xH -1) 3 -( jc -1 )*-f 2 x J . 

故 v(3) < 5. 

又 

y =0 ，l 或一 1 ( mod 9>, 

故若 《 = 9 m 士 4 必不可能表为三立方数之和.故 v (3)^4. 

关于此问题柯召曾验证绝对值< 100之整数皆可表成四个立方数之和. 

定理6 v (4> 为9或 10. 

证：由 

48jt + 4 二 2(2x-|-3) 4 + (2x + 6) 4 4-2(2x 2 +8x-f-ll) 4 
一 (2x* +8x + loy - (2 jc x +8x4 - 12) 4 i 
48jc -14 = 2(2j + 5V + (2i + 8 广 + (乂 + 6 工 + 9) 4 + (i* + 61 + 12V 
- ( t * 十 61 + 8Y — （ j : 2 -h6x+13) 4 » 

24x = (4：y + ll)« 十 （ 2：y — 87)‘ +(：y — 9〉* + (：y — 4I)< + 0_83)‘ 

+ (y+125) 4 + (y +603) 4 + <y +625) 4 - (y* +602) 4 - (y 1 +626) 4 f 
式中 _y = r — 10319691 ； 

24_r — 8 = (4 ： y+lir + (2_y-87) 4 + (7 + 883) ， +( ： y-933V 

+ (y — 975) 4 + (y + 1017 V + ( y * + 39851 )，+ Ly * + 39873)* 

一 （y + 39850) 4 — （y + 39874) 4 , 

式中 : y = x -120858614086. 

于上之四式中将 i 变为 一： r ， 则同样可得关于 48 i —4,48 x + 14,24 jc + 8 的表 
示式.由是容易看出，若 n 为8 之倍数，则 n 吋表为10个4次方之和.若 n 非8之倍 
数，则 n 可写成 

n = i8z -f y, 一 24<y<24 ， 

&人容易证明常有整数: ，： r 2 , o : 3 使 

y 土 土 土 三士 4 ， 土 14 (mod 48). 

由是即得 vW < 10. 

因土 y =0, 士 1 (mod 16), 故形如 16o: + 8 之数至少潘耍 8 个 4 次方来表示， 
且每 项皆同 号才可.但 24,104 等数即不能表示成如是之形状•故 v(4)^9. 定理即 
已完全证明. 
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§ 6. 等幂和问题 


命 Nik ) 是最小 的整数 s •有 x \ 9 w * y , 存在，但: yi ，•••，_>.并非由 Xi ， 

…，: r , 颠 倒次序而得者，使 


: T | + … + J ：, =力+…+》" 


jt* … + Z + … +y k 3. J 

又以 MU ) 表最小之整数 S ，使上解并适合 

: cr + …+# 关 + … +#• 
定理 1 M(k) ^sN(ife) + 

证：由 


( 1 ) 


( 2 ) 


■ti + ••• + a ：* =力 + …+ 夕身, 


可知 （ j ： 一 jc 】）*"Cr — jc *> = (x — yj ) — ( x 一 y *〉， 故 Xi ， …， x » 是由 ，."， y * 

变换次序而得者. 

定理 2 Na )< JVf ( ifeX 2*. 

证 t 若尤， ，…， y , 是⑴及 (2〉 之解，则 

史（（1 + 心*+父> = + (3) 

i-l i-l 

史((4 + 心蚪*+，）尹 + + (4) 

*■1 i=l 

此二式之证明，可展开 (3)，（4) 并用（1)，（2)即得. 

由是，若存在，则取 s = MU ) •立得 

M (/ fe 4- l )<2 M (/ fe ). 

但 M ( l ) = N ( l ) = 2,故由归纳法即得定理. 

定理3 N ( k ) < 

证：设 n 〉 s ! s *. 令 <!,•(:‘ = 1，2，•••，，）跑过 1，2 ,…， n •则得 n * 组 q ，“ 2 ，…， a , •固 
定 a , ，… , a , ，将其任意加以排列，则至多得 s ! 组.故此 Y 组 a 心 ，…, a . 中•至少 

有^组，其中无一组是它一组的某一排列. 

记 

s * ( a ) = + …+ a : ， h — 1,2 •…， 々• 
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则 


故至多有 


组不同的 


5 ^ j* (a) ^ sn k . 

a-i 


5i(a)»5 t (a)«***,s A (a). 
取5 = ■|■是 U + l ) + l ，则由》 I > S !人即得 


(5) 


卜 》« sV~i < 苒 . 

«! 

故至少有两组不相同的 a,, 心， •••,<*. 使 (5) 取同样数值.因此两组中一组非他一组 
之某一排列.故 Nik ) < 即得定理. 

今以 

[a, ，…， a,]* = Oi ，•••，&,]* 

表示 （1) 及 (2). 

由定理1及以下诸例，即得 

定理4 若4 <9,则 iVfa) = Nik) = 4 + 1. 

[0，3]i — Cl *2]i * 

[1，2,6]: = [0,4,5]:， 

[0.4,7.11], = [1,2,9,10]，， 

[1,2,10,14,183 4 = [0,4,8,16,171, 

[0,4,9，17,22,26] s = [1，2，12,14,24,25] s ， 

[0,18-27,58,64,89,101], = [1.13,38,44.75,84,102], 

[0,4,9.23.27,41,46,50] ? =* [1*2,11,20,30,39,48,49] 7 , 
[0,24,30,83,86,133,157,181,197], * [1,17,41,65,112,115,168,174,198]., 
[0,3083,3301,11893,23314,24186,35607,44199,44417,47500], 

=[12,2865,3519,11869,23738,23762,35631,43981,44635,47488],. 


§ 7. Prouhet-Tarry 问题 


本节及下节之目的*是在证明 


M ( k ) < (ifc + l ) 


[\ogj(k + 2) 

_L 1 

[log(l + |)_ 

个 1 


〜 k 2 logife. 


第十八章 


问®及 Prouhet-Tarry 问® 


实际上，我们所得出的结果比此为多 . 

在证明此 + 等式之前，我们先证明几条引理 . 本节及下节中之常数 c, ,0 ，…及 
符号 O 中所含之常数皆仅与是有关 . 且 … 皆为正数 . 

定理 1(ByHHKOBCKHft-Schwarz) a, »6,(i = 1 ， 2，"•，”> 为实数，则 

(2 a ' 6 *) 2 < 
i—i <~i i'=i 

等号仅当 = r = … =p 时 成立 . 
b\ b 2 b n 

证:此可由 

2 紀- ( 2“丸 ) 2 — 2 (a */—> o 

立刻得出 . 

定理 2 任与一数 H, 必存在一组仅与 k 及 H 有关之正锒数 ,•••,〜 ，使行列 
式 

1 … 1 

D k — a\ … a k 

ar •… :；: P 

之主对角线上诸元素之积大于 H 乘 D* 之展开式中其余各项之绝对侪之和 . 

证： 我们用归纳法来证明本定理 . 设 XI 以妁（〜， … ，七）表示 A 之主对角线 
t 诸元素之积减太 H 乘 D, 之展开式中其余各项之绝对值之和，则 M 然有 
<Pi (a t •… »flj) = 厂 Vi-i (a] ， … *a/-j ) — H^(a, ， … v a>)» 

式中 必为〜 之 j 一 2 次多项式 . 由假定旧们可取 ^^……^ 使％ 〆 〜，…，^^)〉 
0. 对此组〜， … ，七 _, ，我们 M 然可取义使％ >0. 但 9«(a,) = 1, 故得定理 . 

定理 3 设 a, 为满足定理 2 之一组正整数 . 又设 Q> 1 ， X, ♦••••X * 为分 

別属于区间 

a,Q < X. < 2a,Q (* = 1,2 ，一 ，*) 

之正整数 . 设 N 为如足之 (& ， … ， X*) 中，使 

xt + … + xt，xr + … + xr° ， … ， ; c, + … +x* 

分别落人长为 

0(cy 1 ) ， 0(d ， … .O(Q) ,0(1) 

之已与区间者之组数.则 

N = 0(1). 

证 : 若 (;^ ， … ， x*) 与 （ x), … ， ; r 4 ) 为满足定理中诸条件之二组.则显然有 
X? - x ，k r + - + XI - X r \ = 0(0* J ), 








X, — <+ … -hX t - X；= 0(1). 


令 y. = x. — X:. 则得 

A„y, +… + A 】 *y 4 = o(q* l ). 


A*,y, + … + A**y* = Od). 

于此 

A, = X; . +xr「*x;+ …十义/广，‘】 《“XW - 

iii 而 易见， 

Ck-i + lXajQ )^ ^ A 0 < U-i + DU + Q)*' 

行列式丨丨之主对角线上诸元素之积与上定理中之 D* 之对应项之商敁 
然大于 

^ |0*' 1+4_24 ""^ +, = ife!Q^ >( *~ u . 

而丨 | 之展开式中其余各项之绝对值与 D* 中对应项之绝对值之商显然小于 

由定理2,取// = 2 一 即得 

I! A, ||> Cl Q—• 

容易看出 

|0(cy l ) A, 2 “.Ai* , 

| . = 0( Q ** ( *~ n ). 

I 0(1) A«-A** 

由是即得 

y, = od). 

同法可得 

y 2 = o(i) ， -",y* = od). 

由是定理即已证明. 

定理4 如定理3之假定.设 A, >0山>0广.，1>0.脚（不，."，兄)中使 
xt + … + xi，xr i 十…+ 久}- 1 ，" •，不 + … + x* 

分别落人长为 

0(,0(Q* <V| 2 >, … , 0 ((^ ) 

之已与区间者之组数至多为 

o«yi 

证：因长为 0(yu 1 ) 之区间可以分为 0(Q 4 * ") 个长为 0(Q* 0 之区间.由 
定理3,立得本定理. 
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今设沒 = …,为满足定理 2中所说条件之一绗 IK 整数（于该定理 

中以 a + i 代是）.又设 

以 Mn, ，…，％)记方程组 

*4 1 I 

EE<"= n * ( i < a < a ) 

«—I V- 1 

之解数.我们现来证明下列 定理： 

定理5 存在一组整数…， N*， 使 
r(N t , —,N*) ^ 

证：琪 (％)的不同的组数显然 

> jnn««o C2 q ..+.><”> 

^ *-1 V=1 

= c 2 Q ( ^ liin ~^. 

因 i « A 丨 <r 3 Q\ 故诸 （《*) 的不 N 的组数 

< c 4 Q 1+,+,+ * = c 4 Q ^ u . 

故必存在-组 整数从 ， … ， N t ，使 

£L Q 

定理 6 方程绀 

si)y. = N» <i<*<* + n 

的解的数 tl <c i Q^ I, " y, . 

证：由 

S ^：. = N t - si ； y . < i < a<*+d 


及 





a.Q 广 

< 2 W 

(1 <u< A + l，l < v</) 

可知 





+ 

… ，Mi + 

… ■+• yL\.\ •••••yu 二 ••• -f- y^\.\ 


分别落人长为 

0( Q 細，），。⑼ >, … .0(0*) 
之一区间内.于定理4中取 A B =咕 _(“ 一 1) >0,则由 


矗 +1 » 1 

=音芦(是 + 1)(走 + 2)—专价 + 1> 






即知(:的组数为 0( Q +*). 

对于固定的: yi > ，…，和数 

成 1 +…+ 必 !.* ，…，外 +…+ 2 

显然分别落人长为 

0(Q (“ •>〆 ）,0(0^ ), … ,0((^ ) 

之•区间内.于定理4中以 Q * 1 代 Q ， 即知的不同组数为 O ( Qh ). 如是 
继续进行，即得定理. 


§8 •续 


定理1 设为使方程组 


…= 2 # (1 </»< k), 

i <« i <= i 

^ * (p ^ q.l < P*q<j) 


有粮数解之最小整数 . s , 则 




W ( k t j ) < (ife + 1) ——-——: -4-1 . 


证:此 定理显然为下定理之一直接推论： 
定理2 设 


log fa + 2) 

+ — f —— rr 十 1 . 


• lo g (l + +) 


则对任与之 y 必存在整数 

N | ,***, M i ( M ,】 尹 M , 2 ，若 r , 尹 r :) 

使方程组 




I = N * 

I ~ Mt (A > 0 〉 


证：设 r ( N :, …，\)如上节中所定义.由定理 7. 5, 有 JV ,, …， N *， 使 


r(N, ， … ， N k )> Ci Q<*4-o*(i-y>4^i)^ 

对方程组 

■ -1 tr-1 

之一组解 (3^), 显然有一数使 

B "1 0—1 

若如是之 M 仅有 MO —1> 个不同的值，设为 M , ，…, M ,， 则由定理 7.6, e 个方程 
组 

A *-! I 

\ S ^ N * (1<力<*)， 

n,(!<••<«). ：；7 

IS 2^' ~ M i 

■— I p—1 

的解的数目.由 M , 之定义•此 e 个方程组的解的数目应彡 r ( N ,， 
…， N 4 ) •另 一方面•若取/> jlog+a + 2)/ log(l + 士)卜则当 Q 甚大时.我们有 
c wi （卜V》< C| Q<* + >>*<1-/) 7* ( ^» 

< r(Ni ♦••• »N*). 


即得一矛盾，吾人之定理即已证明. 







第十九章 UiHHpejibMaH 密率 


§ 1. 密率之定义及其历史 


本章之目的在于证明以下之二重要定理 •. 

“有一 IK 整数 c 存在，凡正整数必可表为不超过 c 个索数之和 . ” 

“命々表一正整数.有一正锒数 C〆 仅与 A 冇关）存在，凡正整数必可表为不超过 
O 个正整数之 ife 方之和”. 

此二定理与 Goldbach 及 Waring 问题之关系乃属站然.并可说 ：此二 定理乃 
Goldbach 问题及 Waring 问题最基本但也最初步之结果.此二定理各名为 
Goldbach-illHHpejibMaH 定理及 Waring-Hilbert 定理. 

本章中将引进 m HHpe ji bMaH 所创造之密率槪念.此槪念极为初等，但藉此概念 
彼证明了以上所述之历史上著名定理，本章关于 Goldbach - illHHpejibMaH 定理之证 
明稍异于 UiHHpejibMaH 之原证.今将引用 Selberg 之方法以代替原来之 Brim 筛法. 

在证明 Waring-Hilbert 定埋时•亦不用 Hilbert 原证及 UiHHpejibMaH 之证明.而 
将根据 JlumuiK 在 1943 年之证明，加以简化及改变而得者. 

在此二证明中 UlmipeJibMaH 之密率皆居 t 要地位，密率之定义 如次： 

定义1 命21表一由一些互不相同的非负整数 a 听成之集合.命 A («) 表21中 
不大于 n 之正整数之个数.即 

Ain ) = 2 1. 

若存正数 a 存在，使 对任一 正整数 n 常有 A ( n )> aw ， 则此集合称为有正密率之集 
合.有此性质的最大的《称为此集合之正密率. 

M 然有次之简笮 性质： 

(i) 由于故得《<】. 

( ii ) 若^ = 1,则 A (/ i ) = 故21中包有令部正整数 • 

习题.命 r 表一实数> 1，求出集合 

l + [ r (”一 1〉]， ” = 1，2, …， 


之密串. 






附记:此并非和集密率之最佳定理.而最佳之结果应为 ySmind ^+ p ). 此结 
果在1942年为 Maim 所证明.其证明较为复杂，并对本章之主要结果无基本上之改 
进，故不列人本书之范围■今取诅及 S 3 皆为与1同余之正整数 ， mod 并假定21还 

包有0,则21十氾包有所有的与1,2同余的正整数 mod q . 显然21,氾之密率为丄及 

9 

a + SB 之密韦为！.故 Mann 之结果不能再改进了. 

9 

定理2 若0 e 则(5 =诅+ ®之密率 y 为1•即 (5 中包有所有的 

正整数. 

证：假设 y 弇1，则 y < l , 故有一最小的正整数 n 夺 （5 .因/3>0,故1 e 氾，又0 
6 21，故1 € 而有 n 彡2•乂因0 €级故知；！ 任敗 
考虑下面诸不大于 n — 1的自然数 a 及 n — 6: 

a ， 1 ^ a ^ n — 1 . a ^ 21, 
n — b t 1 ^ fe ^ n -• 1, 66 ■沿. 

诸 a 与一 6 互不相同，否则必有 a = n — 6,即 n = fl + 66 6,此为一矛盾.又诸 a 
与《 — 6均不大于》— 1,故其个数不大于11一1. 

另一方面，诸 a 与 》 i _6 之个数为 A(n — 1)+ B ( n _ l ). 因 
A ( n - l ) ^ a ( n - 1), 

BCn — 1) = Bin ') ^ > fi(n — 1), 

而有 

A (« — 1) + B (”一 l)> a (n — l )+々( n — l ) = Ca - hfi )( n - l ) ^ n -1. 
此与诸 a 与 n - b 之个数不大于一 1 矛盾.定理已明. 

定理3 若进包有0,则任一正整数可以表为21中之 

»o = 2[_> f _ g) ]+2 

个元素之和.若级不包有0,则任一正锒数可以表为 m 中不 多于知 个元素之和. 

证:定理后半段可出前半段立即得出，盖因将元素0加于31中形成新的集合 I 
后，再利用定理前半段即可.今往证明定理之前半段. 

0 €轧 令礼 =笾+…+ 51,式中共 A 个级相加.礼之正密率以 CU 表之.饵之 
正密率为 a , 则有 a A >1 — (1 — < r ) 4 •今用归纳法•当 A = 1时 ，有如 =(1.设当/1一1 


afc-i ^ 1 — (1 一 a)* -1 * 


则因乳=识+ 1 ,,由定理1, 


a* > a + a *-1 _ aai,-x = a -r (1 — a)ai^ 
^ a 4~ (1 一 a) {1 一 （1 一 a) 卜 1 } 
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= l -( l - a )*. 

故当/» = 1，2,…时，恒有 a * > 1 — （ l — a )* •今 




log(l — a ) 


(1- a )*®'* < (1 ^ 

于是 q > 1 — （1 一 = 音.因 0 e % 由定理2,集合乳。= 2 l *| +2 l*c 

包有所有的 正锒数 ，故任一正整数可以表为21中之 s 。 个元素之和. 

定理 4 命表一非负整数之集合，其中允许重复.命诅为进 • 中不同元素所 
成之最大集合.命 r ( a ) 表示 a 在 3 T 中出现之次数.若对诸 n > 1常有 


丄 i«_ _ 

” 2 r 7 ( a ) 




则级有正密电 <»>(/. 

证：由 ByHHKOBCKKii-Schwarz 不等式（定理 18. 7.1) 可知 

( X r(a) ) 2 < 2 r * (a) 2 12 = A( n 〉 2 r * (a) • 

)<•<» 1 <«<» 〖<«<* Km<- 


士 a>(°) )7 ix ⑷ > 
71 71 !<«<> ' !<•<» 


定理已明. 


3. Goldbach-IIlHHpejibMaH 定理 


在 § § 3 — 5 中, c ， q ，<::，••• 皆表绝对正常数.§ §3 — 5之目的在于证明 
定理1 有一正整数 r 存在，凡大于1之整数皆可表为不超过(:个索数之和. 
定义 t 为1及所有的/^+九之集合，此处九过所有的索数.因之,31•中 
可能有重友之元素.再定义51为 2 T 中不同元素之最大集合.欲证定理1只箔证明 
定理2 91有正密率 c ,. 

由定理 2. 3可知任一正整数 m 可以表为最多〜个21中之元素之和（即若干个 
1及若 〒个 形如久+外之整数之和）.即 m 是最多2 私 个素数或1之和.故对任一 W 
>2,可以有 ” = 2 + ( W —2) =2十办 • 1+ »，在此和号内索数 p 之个数 <2 知 
- b . 又易知 2 -hh 口 J 以表为不超过6 + 1个素数之和.因此，《可以表为不超过2私+ 
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1个素数之和.故得定理 1. 

又命 r ( l ) == 1及 r ( a ) 为迓 •中 a 出现之次数.故 

fl ， 若 a = 1， 

r ( a ) = •< ^ 

t E !- 若 

定理 2.4 建议，今后之目的在于寻求 S r ( a ) 之下限及 r * ( a ) 之上限，前者不 

难获得，后者将为 下节之 主题. 

定理3 若则 

2 r (“） > QnVlog 2 ”. (1) 

t < o <* 

证：设 由定理 5.6.2 得 

2>( a > = l+S El 

l < a<n 4<«<« 

> f/ lo «l) 多 7泰. 

若 ” = 2 或3,易知 J >( a 〉= 1.故只需取 c 2 = min (夺，即得定理. 

由定理 2.4 及 K 1) = 1,可知问題之焦点在于证明 
定理4 若 n >2, 则 


,K rUa)<C ' 


换言之，若定理4已证明，则由 


1 ( , H r(a)) 二 1 ( c . nVWn ) 8 c ± 
n 2 r *( a ) ^ n c 4 nVlog 4 n c A 

!<«<» 


及定理 2. 4 即得出定理 2. 

因此，今后仅须证明定理 4 即足. 


4. Selberg 不等式 


本节中虽然可以不用，但是读者不苟不知以下之定理： 

定理丨设 a , >0 (*• = 1，2,…， n ) 及= 1，2,…， n ) 是固定的实数•在条 

件^ >•:★ = 1之下, 2以之极小值为 
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且当 


S 


b± 






时取极值. 

证：由 ByHHKOBCKHft-Schwarz 不等式（定理 18. 7. 1) 很知 

(公 ( 2 ^ 6 , ) 2 = 1 . 






又由定理 18. 7. 1知 （1) 式等号成立之充要条件为有-实数/。存在使 


即 

故得 

即 


Jcl^x, — tijbi —~=z (i = 1，2 •“•，《)， 

Va ~ 


Xi = b.d (i == 1 »2，•••，》). 




( 1 ) 


故得 


b 、 a: 1 

公纪 a , 




(i = 1.2,•••♦«). 


( 2 ) 


定理已明. 

定理 2(A.Selberg) 设给一 M 个整数的集合 彳 6> •能被正整数 A 所整除的的 
个数是 


E .1 

▲ I * 


gUi)M-^R(k'), 


(3) 
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此处趴纟）是余项，而 gU ) 是正值的积性函数，且 g (/0 < 1. 

令 N t 表示 {6} 中不能被< e 的素数所整除的6的个数，则 

N(< 卜 
么 / ⑷ 

此处 

f ( k ) -分(心/容(含)①， ⑷ 

— u (- k ) y ' ^ (m) / V ^ Z(m) ⑴ 

A * _ fU^gUO'J^ f(m). 

证:令 1 = A , 为实数.因之最小公倍数为^由 （3) 得 

N t = S 4 i = 2* 1 ( 2^*) 2 < 2( S A *) z 
… w ，*•，>* 

~ 2 Xli 1 = 2 又*1 又 ** 2* 1 

i <«, * t i » .*,<i « t * 2 I 

t: I ‘ (A| .ij > I * 

'名，臨卜叫為})’ 

此处 p 丨 f ^> p > 每表示 b 的素因子皆大于芒，由定理 6. 2. 4, 有 

N > < MQ + t < Sj ^ R [ xth \' (6) 

此处 

1 * ? 鼻 ， w 

由 （4) 及定理 6. 4.1, 有 

Q = 2又 砉入茗 (是 1) 客 ( h ) S 

I <* ) .* z « •*,) 

= S/(tO E x ^ gik ,) 2 A , r /?(^) 

l « U << IC .*, C | K^CI 

tfl *, ^ u , 

= 2/ ( 叫 Sw ⑴ r. ⑺ 

)< W <( »^*<? 

由 （5) 及定理 6. 2.1 可知 ; u = 1( 如此选择的 A ! ，…， A [ t ] ，使 Q 最小，读者可用定理1 
自证之). 

令 


①3 *无平方因子时， /(*>_ -«(/»>)> 0- 
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由定理 6.2.2 可知 /( n ) 也是积性的，故由 （5) 得 

<_，4)皿 I 

= S — 

sf ( mk ') 

由定理 6. 3. 2,有 

^ * ^ X r g ( r ). 

Mir 

因此，由 （7),(8) 有 

于是，由(6>，(8〉，定理已明. 

定理3 在定理2的条件下，若 gl ( n ) 为完全积性函数，且心 （/») = g ( p >， 则 

叫概 翁 见 1 … 州' 


!<*<< 
证：由 （4), 有 


/(p) = SS + ^n 


1 — g (/>) 
g ( p ') * 




(9> 


|<*<f #1* 

= 2户 2( *)尽 1 ⑴ n ( s 贫■( 〆 ))， 

1<4<« #1* <-0 

此式包有所有的 g , a >( l < ife < e ). 因为如果 

k = P7' •••〆*•< 6 ， 

则 A (/» n ,)， g l ( pr i _ l > r “， h (/ c * 1 ) 皆出现在此式的各因子中，因此 


E - 

l<«« J KKJ !<»<( 


1 A * ^ ffk)tlk) = /(d) = n (l_g,(/,)) • 
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因此得本定理. 

定理5 命 A >0, M >3. id 在 A 与 A + Af 间的素数个数为 》 r ( A ; Af ). 则 

此处与 O 有关之常数与 A 及 M 无关. 

证：由于 

n(AiM) = 2 1+ S 1 < JVT +5(A ； M). (10) 

A<#<A+A#i «A+M 

现在取整数集合为适合 A < n<A + M 的全体整数.用定理 3 的记号可知 
S ( A , M ) < N e , 1 <$< v/M (11) 

对所冇的 A > 0皆成立.现在来估计 N 、. 因为 

S 1 = [ii ^] 一 [ 分 ]= # + /?(*), | R(i) |<1. 

A < h < A*M 

故々(*> = ^•.因此 

^gi(k) = log ^ + 0(1). 

由定理 5. 9.3 可知 

n < l -^ - 茲 (1一|) — 士 广 - O ( log ^). 

故 

= 0( 2 log^i log^ 2 ) — 0(^ log 2 ^). 

故 

N? ^ biTTocI ) + ° ( ^ log2 ^* 

取 

6 = /log 2 M, 

则得 

以此代人 （10),(11)， 即明所欲证. 
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由定理 2. 8. 1知 M ( k ) ^ k 的积性函数，故 g ( A ) 亦然.又 

• P I a * 


M (/») 


故由 （3) 得 


贫 i (/>) 


12, p \ a . 


|7' pu ' 


( 6 ) 


(7) 


\ P X 


p \ a . 


因为2 U , 故 g ( 2 ) = 因此0 < g ( p ) < 1, 故可应用定理 4. 3,若务 
PV …则由 （3) 及 （6) 式得 

以 ⑴= = n 


户 •>« 




此处 


JJ (1 + a ,)♦ /> i ， …，/ », 为不同的素数. （8) 

*-» 

由定理 4. 4 得 

n (卜 ★广公 ,(*)>公(*)讳 (卜 +r 

^ 2 t XI h(m ). 

若书是为々=奸… 〆V …必，其中诸户 t 与和均为互不相同的索数，且 /»r I a，qu 
U •则 m 可取所存如下形式的 整数： 

m = k — ” …办， 

PV …於 

其中 0< c , <〜，…，，.对于这种 // I ， 由 （8) 知 
him ) = (1 + 6( )***<1 -f 6„). 

故由>』题6.5.】得 

rH 1 -士） S ^ 2 士2…办 +D 

p\a ' P ’ K*^« !<i«f K <^0 f,-0 

= 2 ^*(1 +〜〉“.(1 + a ,)( l +6] >“.(1 十乂〉 

i « c *« ^ 
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故 


名广⑴〜响； ^- 含卜 女)』 

> c ; l 0 gJf { 2^ r ： . < 

其次，若 ★ = U〆 . 则由 

於 I * 

Hu - 心 （/>) 广 1 < {1 一幻 （2 M Ml -^. O )}-' XX {1— 幻 （/») 广 1 

A， * SOI 4 

< 2 • 3 n J 1 - 吾） <6f[a+c) = Sd(k) < 6k. 

故由定理 4.3，(5) 及 （9) 得 


S(a) <N ( < 


O log 2 ^ 


^ V IlS^I -l V klki r.L • 
^ 2 ^ Tu ^ 


6k 2 




取 e = 由 （1) 式即得定理. 

定理 3.4 之 证明： 时，有 


< 1 + d &. Hg*ir 

M - 

<1+cl ^ 




怂是 2 


< l + c | 


n l 1 • n 

1°R 4 n |<*j ,*j<i, ^2 ^iki 


( U :> 


因为 ( 走 i ，是 2 ) < min{^ t t k z } < y/k x k z , 故 


<1+cf 
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即得定理. 

习题1•设都是正整数，且(々,/) = l . irCrj ,/) 表示算术级数 a . =知+ 
/(”= 1，2•…）所包含的不超过 a ： 的素数的个数，又命8是满足0<5<1的固定常 
数，求证当时，有 


7 r ( j ：|^»/) ^ 


2 x 


穿 ( 走 )log 爹 


( 1+ °( 


(log logj ) 2 


))• 


此处 O 中所含之常数与是无关，但与$有关. 

习题2.若/>，/> + 2同时为素数，则 p 与/>+2就称做一对“孪生素数”.以 2 2 ( N ) 
表示小于或等于 N 的“孪生紊数”的对数.则 


并证明级数 


Z 2 ( N )< c , 


N 

log^N* 



收敛，此处 〆 经过所有的“孪生索数”，即/ >• 与/ >•_ 2是一对“孪生素数”. 


§ 6. Waring-Hilbert 定理 

在§ §6 — 7中， c ， c ,， q ， …皆表仅与 A 有关之正常数.与 O 有关之常数亦仅与 
A 有关.§ §6-7 之目的在于证明 

定理 l ( Hilbert ) 对任一整数 W >1), 有一正整数 c 存在，凡正整数必为不多 
于 r 个正整 数之々 乘方和. 

今定义21/为整数 

X ? + …+ JT ? 

所成之集合，此处 ： r _ 各过所有的非负整数.定义轧为乳’中不同元素所成之最大 
分集合.命 

^1 = qW = y8* 

证明之环节在证明： 

定理2 若々 > 2,则无 ： 有正 密率. 

由定理 2. 3可知定理1可由定理2直接推得. 

定义 r ( a ) 为不定方程 
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之解数.今先 证明： 

定理3 若；1>1，则 


r(a) ^c 2 (k)n e i /k . 

证 ：显然 可假定.有 


2 r(a) — 1 + 2 S 




>-i+ S 

0< x 1 «»/» I > ： 


,£,，* 


>( c ") 


V * 


1 >r,(*)n r » / *. 


由定理 3 及定理 2. 4 可知，中心环节在于 证明： 
定理 4 若及 n > l ， 则 


2 

盖若此定理证明，则由定理 2. 4及定理3即町得出定理2矣. 


今将定理4略变其形式. 

定理5 若々>2及/>>1,则 

取尸= o "*], 显然当”大时, q 产 >„. 


习知，对一整数 9 



若 <7 = 0， 
若9 # 0. 


由定理5得出 


xy( a )< e ( S o ! 

*<•<" »<•<*, f* «j+-+-x* t 

!)<■*•< I * 


■；| s 2 1[^ 



Jo I \ w "° *«, 





此即定理 4. 

因此今后之目的在于证明定理 5. 

习题.从定理4推出定理 5. 

§ 7. Waring-Hilbert 定理的证明 


定理1 若 x，y > i ,« 为一整数 ,<?(!») 表示方程 

JCiyi -\-x 2 y z = n (\ x m |< X, I 1 < y.w = 1 , 2 ) ( 1 ) 

的整数解数，则 

r 27 X 3/2 Y a/2 , 若” = 0, 

9(”） …八飞1 … ⑵ 


{60 XY 2 若《尹0. 


证：1)« = 0,此时:^ , x 2 所能取之值分别不超过 2 X + 1 ,2 X + 1及 27 + 1. 

当々，^，力确定之后，: y 2 最多只能够取一个值，故 

<?C0) < (2X + l) 2 (2y-rl) < (3X) 2 (3Y) = 27X 2 Y. 

同法可得 

<7(0) <27X1^. 

故 

9(0) < min(27X 2 Y,27XY 2 ) < V27X l Y • 27 XY 1 = 27X vl Y^ n . 
2)«关0;不失一般性，可以假定.设 (^( n ) 是方程 

iiyi + 工 2 力 = n ((x t ,x*) = 1. |ar ? |<| a：i f< X, \ y m |< y,m = 1,2) 


的整数解数 .M 知 A 关 0, 否则々=0,则 n = 0 矣•此与假定相矛两•又命办（/|»工,， 
工 2 )表示对于一组固定的 A，x 2 , 而(々，&> = 1, U: |<| x, |<X ，方程 （3) 对: yr,, 
y 2 的整数解数.由定理 1.8. 2 知此时 （3) 式可解.且若 y,，/ 是其一组解•则其他的 
解: yi •力可 以表成 

y \ = y \^- txi , y 2 = yi—txx , £ 为 粮数. 

故 

, t |=|>Wi| < V±V= 2>L. 

I I I Xx I I Xt I 

故 < 可取之值不超过 2 • 1 < ，即 

I \ \ Xi 1 I Xi I 

q 2 ( nj j：i » x 2 ) ^ - r -^- r . 
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故 


l<r>,i<X IxjKlx, 


5Y 2 1 jt, | + 1 


< 5y . 3 • 2X = 30XY. 

因此满足条件(: r, ,xt) = 1 之方程式 （1) 之解数不超过 2 • 30XY == 60XY. 


其次，若 = d ^ l , d \ ”，则命^ = x \^ = I ;,此时即要求方程 

Zyi + xi% = $( I Jri I < 含 》 I y- | < y ’ m = 1,2, (jc: ， jci > = 1) 

的整数解数，由上述知其解数不超过60 ^ . y. 

故当 w 尹0时得 

9(”) <60XYU 去 . 

d\m ^ 

定理证毕. 

定理 6. 5显然是下面定理的推论. 

定理2 若 A >2,/(: r ) 为一个 A 次整系数多项式 

/(■ r ) = a k x k + a * | j *" 1 + … + fl|：r + au ， 

a * - 0(1), a *-, = O ( P)， …， a = OCP^^.ao - OCP *), 

则 

[: I ^ 产⑴ • \ 9 ' ' da = (4) 

证 4 = 2 时 ，（4) 之左端乃方程 

fix x ) +/( x ») — f (. yi ) — f ( yz ) — /( x s ) 4 - f ( x 4 ) — fiys ) — f ( y ‘) 

(/( x ) = a ? jr 2 *+• a x x + €*,>» a z = 0(1) * a x = OCP ) ♦ a 0 = 0()) » (5) 
0 ^ x mt y m ^ P , l < m <4 

的整数解数.命 — 乂 = z it a 2 (. Xi + yi ) - ha ,= 叫（1 < < 4). 可知 （5) 的解数 + 
超过方程 

z \" W \ + z z Wz = z 3 tt > 3 + ZtW^Zi — O ( P)，Wi =0( P ). l ^ i ^4) (6) 

的整数解数.若以 qCn ) 表示方程 

*i«；i + ZzW t = n 

= 0 ( P ), tv , = 0 ( P),m = 1,2, 此处与 O 有关之常数与 （6) 式相 N ) 的整数解 
数，则立得 （6) 的解数为 Y g (/ i ) 2 . 由定理1可知 

l » l « r 4 P * 

e «(«)■=o(p f )+o( 2 ( p : s+n 

i - i < c 4 p * 
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= 0(P，)+0 ( P< 2 点 E i) 

叫 ―〆 跑|， 

= 0( P *) + o ( P'S Ec ^) 

= 0( P 6 ). 

定理成立. 

现在假定走>3.由归纳法，假定 A — 1时定理已真.由于 
p p 

| > ) gttd/i*>a | ^ — > ] g—lw>/i*)» > : gtni/(r+h)a 

x— 0 x— 0 -x<h<P-x 

= XT 2，，— + ⑺ 

0<l*.<P^-0 

此处 1；' 表示过所示区间内整数的某一部分集介，而= 1 (/Cr + A ) — 


/(x)〉，（A 关 0) ，把 <pU，h) 宥成变数 ：r 的多项式时，可知 <pU,h ) 乃是适合定理要 

求的 A — 1次多项式. lda k = ^ •，则 

•*=0 

*-0 0< l * l<P 

若 j X ' a* I < P， 则定理妍然成立.否则，连续运用 ByHHKOBCKHfi-Schwarz 不等 

0<l*l<P 

式，得 




<| E 、 r<{ 2 、. S' 

0<bJ<P 0<)fci<P 0<lh <P 


<{( E，n u . o . 

0<I*KP 0<fA|<l* 

<{( S ， V ’-，- 1 s ' IW … }， 

0<l*l<P 0<IA KP 

<( 3 P)' ， ^ , ^ 2 ' I a. I-*" 


p 〜 s ' 




(8) 


命 

由于吋知 


I = 2 A(n)<?2 - ' ( 9 ) 

*—0 • 

« = 0( max j |)= 0 ( pH ) •由 （9) 及归纳法假定 

0<J<P r 
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I Ain) I = |£| E' 一 . 叫•*、 

<£| ⑽’广 略= cx〆 -*-〜")• 

将(8> 式4方后积分可知 

f l I S^ Ax, ' i S * 1 da = 0(P 4 -^- 4 [* ( S' if'〆— 

J 0 ^-0 0<| AI<P , m.(i 

= 0(P t ^*- 4 2 A(n,)A(n 2 )A(n 3 )A(n 4 )) 

1| & "1*3+"4*4 

« KI*,!<P 
• exp 4-1 } 

• -I.2.3.4 

= 0(P 4 ^ 1 - 4 . p 3t . fH ^ *-«f*-i>) ^ 0(P* 4- ' *). 

定理证毕. 


第二十章数的几何 

§ 1. 二维空间之情况 


本节中将以二维空间为例，概括地说明本章之基本内容. 

定义1命 ( •表平面上之一简單封闭曲线，此曲线范围平面上之-部分尺，称 
之为域.若域 i ? 中任念二点连线之中点 m 在/?中®，则此域称为凸域. 

例如：阏、椭阏、平行四边形、正 n 边形皆为凸域. 

凸域之面积是存在的 •（ a 可以定义为 ：在平 面上打方格子，格 子眼全在 r 中之 
小方块面积之和之极限 .） 

本章将用及与凸域有关之若干概念及若干性质，若欲与以严格说明，则必须有 
积分论及拓扑学之知识.如读者凭借直观，则了解本章之基本内容亦无闲难.特别 
是在应用时，所取的例子并不需要特殊的积分论或拓扑学之知识. 

定理1 (Minkowski 基本定理）平面上一个以原点为对称中心之凸域/?，其面 
积若大于4,则其中必包有异于原点之一整点.（整点者二坐标皆为整数之点也 . > 

证 （Hajes): 以各偶整点 (2 r ，25) 为中心做边长为2之正方形 Sw 若 S ㈣ 中有 
尺之一部分，利用变形 x _2 r = : r',：y — = 将此部分搬到正方形 S 。,。 之中如此 

将尺之所有部分皆集中到 S ,.。 之中.由于面积>4,故至少有二点重复.假定此二点 
是由两个不同的方块 S tr . llt S Zr . z / 中搬来者.原来此二点之坐标一定是 
( x 。 + 2r f y 0 4- 2s) « ( x 0 2 〆 ， y 0 + 2 i ’). 

由于 /? 以原点为对称中心，故 


( — (j： 0 4 - 2〆 ），一 Cyo + 2s')) 

也在只之中.因为只是凸域，二点 (a :。 + 2r f y 0 + 2s) 及 （一文。一 2〆 ，一 y 0 一 2/) 之 
中点 


(Jo 4~ 2r 一 (jq -f 2/) y 0 -\-2s— (.yp + 2s f ) j _ — 〆 s _ ’ 


仍在 i ? 之中，故得定理. 

不难得出以下之 结论: 


①由此+遽得出，连任二点之线段必全部在 ff 中. 
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定理2 若将定理1中的假定改为面积 >4,则结论 变为: “所存在的异于原点 
之整点在只内或其边上” • 

应用之一.取 R 为平行四边形 

I 1 7 i < c , ( i ) 

此处 


$ = or +/?y » rf — yx ~\-$y f aS — fiy — 0), 

a , 存， yd 足实数 .（ l ) 定义一以原点为对称中心的平行四边形，故为凸域.其面积等 
于 


A= JJ ^ 咖 7 

• > l 1 cl >r*A * 








4Ar 

m 


故若> 4, 则奋一 非原点之整点适合于 （1) .即得： 

定理3 若6>0,<:>0,&:>|厶丨•则必有一对整数& y ) (关 (0,0)) 适合于 


( 1 ). 

特别取 a = $ = i,y = 0,则得-整数对 Ua ) (关（0,0)〉使 
I JT-f 1^6, I y 1^ » 

即 

\ p + f \ < JT \ < 7 - 

此即定理 6. 10.6. 

应用之二.取及为椭圆内部 

( 2 > 

此显然亦适合定理丨之假定 .（2) 之面积为 

<*4 y « sr * 〆 ♦■，*<’ 

若 nr 2 > 4 I △丨，则有一非原点之整点 ( or ,： V ) 适合于 (2) .由于任一以原点为中心的 
椭圆可以写为 

ax 1 -h hxy + cy* = r*, (3> 

命 f =仏+ ^=^及 7 = ^/ f -£： y ， 则 （3) 可以写为 （2) 之形式，而 




定理 4 若 a>0，ac — (音)>()，△ = 一(音)，则必有一整数对 (jr.y) 


关 （0,0) 使 


: -\-bxy + cy 2 < 丄 △. 


此结果并非最好，实 则此土 可以 | 代之. 

n V 3 

应用之三.取 i? 为双曲线所范围之域. 

I ^7 l < r 2 . (4) 

此域不是凸域 • 闪 此+能 直接应用定理 1. 2. 今之方法为在此域内做 -- 凸域,使其面 
积 >4.今有 

(5, 

且 

I 芒 1 + 1 7 2r (6) 

是一凸域.今先求凸域 (6) 之面积 

5 dxdy = JF H^Hv = rlr IF 娜 = 

即得： 

定理 5 必有一异于原点之整点使 

UI + I ”|<(2| 

由 （5) 立得： 

定理6 必有一异于原点之整点使 

I 6? 1^ i 丨 △ I. 

此定理也非最好之定理，已有人证明 j 可代以 


§ 2. Minkowski 之基本定理 


尺为《维空间中的有限域，如尺内任意二点联线的中点恒在尺内，则称为凸 
域. 

定理丨在 n 维空间中任一以原点为对称中心且体积大于 2" 之凸域尺（或称凸 
体>，必包有-异于原点之整点. 

定理 I. 1之证明不难推广到《维空间，今用另一方法证明本节之定理 1. 
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证 （Mordell): 命 r 为一固定之正锒数，士跑过所有的整数，则诸平面 

■ZV = 手 ， r = 1 ， 2,…， n 

分空间为立方体，每一立方体之体积等于 (+)", 其角点为(手，…年 ) .命 NU ) 
表示角点在中之个数， A 表示/?之体积，则由积分之定义可知 
lim(|) N(/) = 九 

若 A > 2- ，则3 z 充分大时，即有 NCO > t \ 

另一方面，（屮，"••％)中最多只有 /• 组互不同余， mod f •即/?中必有二点 

(乎 ，…年 ).( 手，… 年） 

适合 9 • 一 9 ：= 0(mod 0•由于/?以原点为对称中心，故/?包有 

又由于尺为凸域，故只中亦包有 

(午，…年)及卜竽竽） 

之中点 



此乃 一锒点 .故得定理. 

同理 亦得： 

定理2 若在定理1中，将条件“> 2* •”改为2 •”； 而将结果“在及中”改为 
“在尺中或边界上”，则定理1依然成立. 

更棺密些有次之 

定理3 由原点 O 作一射线交凸体尺于 P. 取 OP 之中点 Q， 当 P 过凸体上之 
所有点，则 Q 描绘出一凸体，命之为，在定理2之条件下，可假定得出之整点在 
之外. 

证：命 ^为由原点 O 到 i? 边上之最大距离.取一整数 N 使2+ 1 </)< 2〜，则 
尺 r、 之边界点与原点之距离必小于 1. 故沁〜中除原点外无其他整点，故定理2中 
所得之整点 必在沁 、之外.故有一整数在 i ? 2 - _屮或其边界上及外有-•整 
点 (: d ，•••，：!：„).因而整点 

(2"x, ， … ， 2-jJ 


在中或其边界上及之外. 
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§3. 一次线性式 


命〜 为实数，及 


： Orl^i + *•* +an,X., 


1 *2, — ♦«. 


( 1 ) 


行列式 


< 3 |. 

a.i 


ai - 

a 爾 


关 0. 


取 R 为 


I $i l < A " 丨6 l < A *, …，丨艮 l < A ,. 

此为-以原点为对称中心之凸体，其体积为 

| 3(.Xj ，: r z ，… tJ,) I 

々，6,…， $") i 


H 


dx \ • dxz - m eLc „ 


i i *. I 从 


l-l 


• d^t …來 • 


1 

TaT 


I-I 


d$l • 路…丧 • 




I A I 


故若 A 山… A , >| △ 丨 ，则 /? 中有一异于麻点之整点.若 A , A : … A , 丨，则有 一异于 

原点之整点在尺内或在其边界上. 故得： 

定理1若乐， •••，& 是具实系数的 n 个变数 h ，…，: r , 的线性式，其系数行列式 
是 A ; A | »…， A > •是 n 个正数，且 

AK >丨 △ |， 

则有整数 A ，: r M …, A 非皆为零，使 

I $i I ^ Ai * 1 I < As •… ，丨冬 • I < A " 

定理 2 定理 1 之结论可以加强，即有整数 or , ，: r 2 , …，&非皆为0,使 
I 各 l < A , , I ft 丨<心， … ，丨艮 l < A .. 

证:命 e 为一 正数. 由定理 1 巳知有非皆为零之 a ， …， : r ■，使 

I 右 1^(14- e )"' ! Ai » I ^ I ^ < A2 ， •• •，丨 I < *< A ». 

1 十 e 1 十 c 

当 e — 0 时•由于整点的不连续性，故得定理. 

取《 + 1代替〜取 

— -TvO < v ^ — a t Xi + 勿之 ：+ … +a,J：_ + JVn ， 

A® ― £*'"( 1 ^ v ^ rt) ， Aii+] = ， 

则由定理 2 可得： 

定理3 必有一组整数 …, X ，及: V ，不全为0,使 





换言之•必有一组以 _ r 为公分母之 n 个数使 

卜 - 令 |<^T7?， 1 < v < n. 

命 G 为有以下性质之最大正实 数:若 0 < c < C « ，则 
1-^1 < cx l+l/n ’ 1 w 

有无穷组解.由定理 10. 4. 4,已知 n = #. 但当 n > 2时，这问题还未解决. 

定理2建议，是否连丨名 |<A, 也可改为丨右 |<A,, 此不可能. 例如： 

= Xj »C2 = + J：2 *= 03 ) Xj 4* 032-^2 "I - X* ，…* 

— a H ) X t 4- a„ 2 Xj + ••• +a^-ix,-j H~ x n . (2) 

则由丨 $ I<1, 町得 A =0; 再由丨6 |<1, 可得 x 2 =0r 等等.故仅有原点使 
I 色 i< 1.1 e* i< l.-. I e. i< i. 

再命 

(1 < t/< n) 

产胃] 

表--模变换.将此代人 (2) 所得之齐次式也有句 （2) 同样之性质.问题：除去所列举 
之情况外，能否一起改为“<”号.此乃有名的 Minkowski 问题.数十年来仅能证明 
«<7时之情况，1942年匈牙利数学家 Haj6s 才一般地予以解决. 


今往研究椭球/?: 


§4. 二次定正型 
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台 + … 


败论导引 


为了证明（1>是凸体，只须证明 

(^4^)* + …+ 厂 < 士 {(ef + …+占 ) + (〆? + •••+〆:”• 

由于 

i = i ，2, …，”， 


⑴ 


( 2 ) 


(2) 式显然真实. 


Wn 维空间内半径为 r 的球体体积为 r - 

H 

< f +- * 

(T 


A 


r O) 


，故 K 之体积为 


J...J dx \ %, m dx n — 


I 3(J， ，… ,J,) 
叫 ，…， $•) 




h 1"'I 也 … 央 .= rir 


A 






于是得出： 

定理 1 冇一组整数 A ，…， A 不全为0,使 


此处 


台+…+总 <4( f 广, 


r (y n+1 ) 

定理1可以换-种形式表示之.二次定正型 


Q(jt ,••• tJ：.) = y]a n Xra： t j a n = a w 

r-l »-l 

可以表为 

Q=^+ … + 芪 . 

色，…， & 之行列式△之值为 D = U ， 丨之值之平方根.$因 A = ( a „ ) 为定正矩阵， 
故有矩阵 B 存在使 A - = | B 丨= D +. 故定理1可以改述为： 

定理2 若 0(^ •…，^)是一定正窀，其行列式为 D ， 则有一异于原点之整点 
Xi ，… ，工》使 

Q(x, ，•“ ,&> < 4J ； 2/ "D l/ \ (3) 

命 y . 垃最小的常数有次之性质 者:有 一异于原点之整点使 
CKa , …， ar . XyW . 
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由§1已知•迄今数学家仅知 y .(2< n < io ) 之 数值： 

y 3 —-3^2*y« — V2,/s —-78./S =J \I^ 9 ^ 7 = ^^ ,y « = 2.y 9 = 2,y, 0 : 


一般弃之，所知之结果为 


y .<-|( r ( 2 +|)) ，/- (〜念当”一 00 吋) • 


§5. 线性型之乘积 

先讨论 域尺： 

re . I +-+ U , i < r . 

此域显然以原点为对称中心，且由 




可知 r 是凸体，其体积等于 

}•••! = H I 證 .::d 必 … 戎 - 

= itt l"'l = H 必…央' 

1« | 卜 ..— 人 .< , fj + 

= 2 V " 

n !| 厶 r 

故得： 

定理 1 有一异于原点之整点 (： c ,，“ •，: c B ) 使 

! 6. 1+…+1 l< (n! I △ 1) !/ \ (2) 

当 n = 2时，此乃最佳之结呆.盖若取在 + =文一>则1 △ 1= 2,而 
(2) 变为丨 f 1+1右|<2.但由于 

I 1+1 $z I — max ( | 色 + 备 1 ， I f — ft I ) = 2 max ( 1 x I » I ^ D » 

故若此小于 2, 则 ar ^ jy^O .当 《 = 3 时， Minkowski 拽证明有一异于原点之整点 
(Xi ，: C ，） 使 


丨名 l+l 备 l~H 6 K 丨 △ 丨 ） ， 


且此处^是最佳者.当 n > 3时，此乃一未解决之问题. 
在今后讨论线性型之乘积时，将用及下之 
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定理2 若〜 >0,.”，〜>0，则 

(a ，… <■ ■广 .< a ■土 

n 

证 ： l)/t = 2* 时，用归纳法. Q 知当 A = 1时有 

今假定当 n = 2*" 1 时，定理为真.则当 n = 2* 时有 

(a, •••az* ) m 


<1(^ 


+ … + 
~ W ' 


\ ， <»2 卜 1 +1 + … + gg * 

M F 1 


)} 


1/2 


< 


<*i + … + a i * 
2 s . 


2)( 反向归纳法）今往证明若定理对 n + 1 为真，则对 n 为真.取 


-(fli + …+ a„). 


由假定可知 


(—a,(ai + …+ a, > 这 （ a, •••a*+i )去 < - 1 

= —+ … + a. 4- — (ci 4 - **• -h a n 
n 十 u « 

— <»】+••• + g . 


( a ,- a .)^<( a ' + ',；' +a -) 1 ^ = ( 5 l +^±^)*. 


即得定理. 

由定理 1 及定理 2 立得： 

定理3 有一异于职点之整点使 

IH , 1<^| I A |. 

n 

注 意：由 §3之定理1亦可得出，必有一异于原点之整点使 
I 石…乞丨< 1 厶 ！• 

由于当 n>l 时/»! <n •，故本节之定理3较伟.命代表最小的正实数，使凡 
A ， 则必有一异于职点之整点使 

I 6… e . l<y I a I . 

今仅知 y ? = — y ( Davenport ). 定出 yAn ^ 4) 为一尚未解决之 问題. 
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§ 6 . 联立渐近法 


定理 I 若《,••••，〜是《个实数，则有一异于原点之整点 （ x ,， …，文,）及锒数 

y (> l ) 使 






1，2，… ， n . 


证:先研究 


1 X , ― a t y I + < r , 1 ^ i < n , t ^ 0. 


此乃一以原点为对称中心之凸体，其体积等于 

f 此处 $ = x t — a t y A < * < n , 

' 


dx \ ••• dx n dy 




: I ^ I J … J 办 】… = 2— 1 I / I J* … J" d^r ••炎尽 … 
. 2 - u I H ...M 




n + 1 ， • 

于是即有一异于原点之整点 ( a ，…， a ， y ) 使 
I Xi 

由定理 5. 2 可知 


(货广. 


卜 >■ ⑺卜 ” 1 :.— … <5品 

即得 

h-fls ” 二， i = 1,2, - ,n - 

此定理略佳于定理 3. 4. 迄今最佳之结果为 

p 宁卜(常 ) T 

( Blichfeldl ). (cj > Minkowski .) 


l +” f 


n /n + l \^ . 


1 * … ， n. 
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使 


习题•若〜 =^ + *> v ( T ；= 1，•••，”）是；!个复数，则有复整数 A ，•••，％, tt . 存在， 



n 2 ( 2 w + 1 4 

^TT # ^ I ^ hFT • 


\ w \ 1 ^ 


§ 7. Minkowski 不等式 


当 a , >0 (i = 1，••••”） 〆 > o 时，定义 

Af ,( a > = + … + fl :) } • ( l ) 

当 r < 0 且某 一 a , = 0 时， （1> 式无意义.此时定义 ( a 〖+ … + a :)+ = 0. 于是当 a , 
>0，/•关0时，均可定义 


/ 1 * Wr 

M r (a )= 丨 + … +a:)j • 

但/ *<0 且某一 a , = 0时 . M r ( a ) = 0•今后将化 > 0 (i = 1,记为 ( a ), ( a ) > 0 
表示 a , >0(* = 1， ( a ) 关0表示 a , 不全为零 >0(: = 1,…, n ) 中之最大 
者记为 max < z •最小者记为 min a . 

如有+ 全为0之实数 A , …使= 〆 ,（£= 1, …, n >, 则称 ( a ) 与 (6) 成比例. 
定理 1 limM,(a) = max a. 

证：因 r - ► H - 00 ,可设 r > 0. 于是有 

|-i-(max a) r J < M r (a) < {(max a) r ) Ur t 

即 


/ 1 \* /r 

I ~ ) max a ^ M r ( a ) ^ max a . 
因 “ m (" b ) = (丄 )=1, 故得 lim M r ( a ) = max a . 

r-*+oo \ fl f \ Tl / r~m f oe 

定理 2 lim M ,( a ) = min a . 

证：因厂-»—00，可设 r < 0. ( a ) > 0 时， 

M i »/*• 

M r ( a ) = I—(aj + … + a :) } 


出(士厂—+(士 nr 


M -( i ) 


于是由定理1， 
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lim M, (a) 


lim M 


,( 士) 


当 r < 0 月_某一 a , = 0时， JVf r ( a ) 及 min a 均为 0. 仍有 
lim M r ( a ) = min a. 

定理证完. 

定理 3 limMJfl ) = (〜•••£!««)☆ 即普通 n 个实数(多0> 之几何平 

f — 0 

均值，记为 GU ). 

证 ： l ) r <0, 且某一 a , = 0,则定理显然成立. 

2> r _0,( a >>0 时，由（1> 有 

M ,( a ) = {士(4+…+ 

当 f — 0 时，利用求极限的 L ’ Hospital 法则， n 了知 

— a ： log a , 


lim 

1^0 


r log {7 


(aj + ••• + a:) 1 = lim - 


M 

-(al + … +a:) 


^*2 log a.. 


于是 


UmM r (a) = Hme 7 ' 0 *^ ^ 

« =〆•, 、， " • 篇 (wW = G(«). 

3>>0 ，且〜中有某些个为 0, 则不妨假定 <ii >0,… ， a, XKawsawsm 
= a,, = 0,5 < n . 于是有 

M r (a)= 丨士 《 + … + “:) } = {含 • ~(<*i 十 … + a;)} 

^ 广卜 … 叫 ' 

由前之结果，有 lin^ 丄 (a;+ … +a:)l " =( 〜 … 心〉 1 “• 又丄 < 1 ，当 r — 0 时， 
r—a I s I n 

lim (土 ^ = 0. 

r ~0 V n / 

所以当 r >0, 某些 fl . = 0 时•仍有 

limM r (a) = lim| j … +a:)} J = 0 • (ai***a,) l/, = 0 

定理证完. 

引 1 若 l ， a >0, 沒 >0,则对 >0,恒有 
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sV < sa + 垆， 

且等号只当 s = z 时成立. 

证：当 s = /或中之一为0时，引1之前半部分显然成立.今往证明均 > 0 
且 s 关 /时之 情形. 


设5>/,则 f > 1.又 0< a < l , l_ a = /9,故有 

(f~) — 1 ~ fl J, dy = a ( 子 —l). 

由 

( f )*- l < a ( f - l ), 

立得 

s ' t fi < » + 垆. 

若 = »+垆，而3关<,因为5,£对称的关系，不妨偁定5>/.于是有 

r*/r Ci/i 

flj^ 3^~ ! dy — I ( dy ， 

亦即 

j i (广 1 一 1) 办 = 0. 

此为不可能之亊，所以必须 * = r . 

引 2( H 6〖 der 不等式）若《 + /?= 1,«> 0，卢> 0.则当 U ) 与 (6) 不成比例时, 

恒有 

!■ 1 1 1*1 

证：因 U ) 与 (6) 不成比例，故必有 I 存在 （1 <*•<«) 使 

- 卜关各 . 

S 6 > 

>-» i-l 

于是由引1， 


V^ b ' = y g , ]• b, 

Is *-, 




: LV * i^j 


: a + 沒 = 1. 


故得 
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«-1 —i i-i 

引 3( Hdlder 不等式）若々>0，是关 1 ，士+ + =- 1，则当 ( a *) ，（6*)不成比例 
且(泌）关0时，恒有 

S a ' b > < (2 a -)' *(1]^ )' * 1). (2) 

I.—1 i-i i — 1 

> (2 a ?) *(2 6 , 广 (▲< i >. (3> 

»**i «■ I i::i 

证, 1 U > 1 的情形.此时 〆 =厂^>1,0<士<1，0< + <1，士 + 4 = 1. 
由引2,有 

••i <=丨 i-i i_i 

2)0 < 々< 1的情形.此时 〆 =< 0 .若某些表= 0,则由本节开始时之定 


义可知（2>，.广’ =0•于是 
<-1 

•-I i-i 

当 (6) >0时，由0<々<1,可知 


°<7TT <1,0< / \\ ^ 1 — 灸 <1 ，小 + — 

( 士） (-r) (i) (- k j) 


由引2可得 


<~i >— 1 

i-l i-1 


立得 


ix <( 表 )*( 

<■1 i —1 <k I 
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定理4 0 < r < s ， 除去 fli = a : =…〜的情形外，恒有 
M r ( a ) < M ,( a ). 

证：令 r = set »0 < a < 1. 则有 

M r (a) — 丨士 (a: + … +0 } = + … +a；J >} 

= (_(々.” 广. 

由引2,得 

叫广 < 广广 

叫士 (p)v-} 

= ( (W —••+<)• )"• 

=(?1± ^ 广 = 


= M ,( a ). 

定理证完. 

定理 5 若 (a) 与 (6) 不成比例， r >0, r 关1，则有 

{±( a , + b.r}' ，r < (± a'.) Ur + (±b ： y ， ' Cr > l ) 

4»1 ("I i~l 

及 

{±(a.^b t yy ，r > (±a：) l/r ^ (±b：) l/r ( r < l ). 

i— 1 i—l ■ I 

证 ： l ) r > 1 的情形. 

令 〆 = 一^ ，则 〆 > 1, 丄 +上= 1. 由引 3 之( 2 )式，有 

r — 1 r r 


y ] ( a , -\-b,Y — 2 a 4 (fli + M 1 *" 1 H - ( a - + 6, 广 1 

i-1 <■> i-l 

<■1 i—i 

i-I <-l 

= (tu ： y ,r {±(a.+b.rf + (tb：r {±(a. + b.ry 

f=| i-l i-l •=l 

={( s < r +( i > o '"}{ i >.+ 从广， 

i-l i-l < ■= 1 
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两糊乘以,则得 

<=»! 

{ +6,)， r < ( 公<广 + (i>;r. 

2)0< r < 1 的情形. 

此时，恒有 i 存在，1 < i < n , 使 a ,+6, >0.否则，若 
a , +6, = 0 (i = 1, — ,«)♦ 

则由>0,6, >0,可知 

ai = 6； = 0 <» = 1，…， n )， 

即 （41) =(幻= 0. 此时 ( a ) 与 (6) 成比例，不在考虑之内. 

不失一舣性，可以假定 A +6, > 0(£ = 1，…， n ). 


此时 ,0< r < 1, 令 〆 =一则由引3之 (3) 式，有 
r — 1 

^( a . 广 1 + ^>(〜+ 6 -广’ 

i-l i-1 I 

>(s«;r<i:(( a .M 广 1 vr〆 

i-l i-J 

+( i > o "] s ( u +6. r ，) 『'广 

1 

= ( S a 0 (2 (a<+6 * )r } r + ( S 6 0 1/r {2 (a -+ 6 « )r } r 

< =l ■ I i — 1 1—1 

={(1>?广+(2«广}{1>+以广_ 

<■1 l-t i-l 

两端乘以 { j }(«<+*<> r } ^ ，则得 

i-i 

(+ 6 .r 广 > (+( i >: 广 

i —1 I i» l 

定理证完.此定理即通常所谓之 Minkowski 不等式. 


§8. 线性型之乘方平均值 


定理1 命.右，…，色足的 n 个线性型，其行列式△乒0.其中 
有$对型是有共轭复数系数的•有 r 个型是实系数的， r +2 s = n . 若《7>1，则有一异 
于原点之整点使 


f 1 $ i 卜+…+丨乞 I 、 




( 七 ) ■” 坤十子 )… 
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证： 由定理 7.5 已知 

/I 6. !• + …+1 艮 h 


<丁 


( 1 ) 


是一以原点为对称中心的凸体.今往算出积分 


A : 


l-I 


dx \ 




之值. 

命^ i = + *$ r + H -> =?—/(>= 1 ， 2 ， ••• • S) 是有共 扼复数系数的 S 对线 

性型.如此则 

! 3(^1 t — tX ,) 


I-I 


if , X ； 

V 

TaI 


| 3<$, ♦― *^ r t ^| »•** tljr + t ,) 


(I^r-d^rdrfrw'^drjrtt, 


H 


d^\ —d^rdrfru •••drj rfU . 

ic , i r +-+ ie , i *+* S 

换变数，令 

= p \ »•••，&= pr % 

Tfr+j = (yj pr^iCOSdr^j ♦ ( 了 ） ^>r+> »»^； * 1 O < ^ 


如此，得 


2 * • V 


(i)' 


I A I 


|—J ( JJ pv)dp\ •••dp r +,^ …I 。 ddwdQ r “ 


rif H (.2/> 。如 -4 >〜 


2 - - ic 1 


4 十 .or 
〜 > 0 




令 〆 =fiT*r,»t; «= 1 ， 2,…， r + s ， 则得 
A = 2 | 二丫 _(W)"(j) J** 1 ! r? l .“r?~ l rH l ."rtT 1 dri … Av 

-■( 丄 ) r 
I △ I V o I 

z / 、•广 (i + i ) r*(i + !) 

-(« 1/# 7)-2^ ; (号)———^一^ 

[2> … 叶 + 子） 


r J, 

7 ) 

ir-| 

(1) 

r 

( 1 - 

"7] 

1 
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当 

时，即 


A >2" 




O fr ( 1+ f )| △丨 


7 rM 


1 1 + 7) r '( 1 + 7 )J 

时，有一异于原点之整点适合 （1) 式.故得定理. 

定理2 与定理1之假定同.若 Ai ，…， A „ 是”个正数， A #, = = 1，…， s ) 

及…; U *, 彡(-|)' I 厶丨•则必有一异于原点之整点，使 


I 6) — , | |< A .. 

读者自证之. 

定理3 与定理1之假定同.命 

( 1 < v < r ) ,^ = ^,4- iyf^v 1 < v < j ). 若 A 】 ••• A . 

■.则有一异于原点之整点，使 

I > 丨< 夂，1 < v < n . 

证： 7 l ，… ，&之 行列式之绝对值等于故可由定理 3. 1直接得之. 


§9. He6oTapeB 定理 


令 

f = 2 a o x > (i = l •…，”）， 

a v 为实数，且系数行列式 


|a n i … a m \ 

著名之 Minkowski 猜 测为: 对于任意一组实数巧 ，…# ，恒有一组整数 r ,， …，: c , (可 
均为 0) 使 

I (6 l — pi ) … — Pn ) & I 厶 I . 

11 = 2之情形已由 Minkowski 自己证明 ；n = 3,4之情形亦已有人 证明； 至于一般之 
悄形，则有下列之定理. 

定理 1 ( 4e6oTapcB> 当 工 1 ，…， A 取整值时，令 m 为丨 （右 — p ' >•••(《• 一/?■) 丨之 
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下界，则 


w < 2] 丨厶 I . 

证：不失其普遍性，可设 △ = 1,讲>0.于是对任一£>0,必有一组整数：^, 
…, * r ••使 

IT I 芒，一芦 I = I (6, —10】 ）“•($■• — 外 ）I = 0 < 汐 < e . 

j-l i — o 

令 

(= f •一 f (* = ln), 

Ci 一 f>i 

则 

(Xj — x* ) (i — 1 »•«•»«), 

且其系数行列式 D 之绝对 ^ 

I di= (n I f ； - p , I)- = i^i. 

<-t m 

因亡 I ^ — p , I > 饥•故 

ni ^ n = n |^|> i -^ 

XI n 劣一 11 > i 一沒 • 

n ( i -扔: • 

定义凸域 c ': 


同理 

于是 


I ^!< VTTU^^W ( i = i , …， ”). 

今往证明， c ' 中除原点外，无整点. 

若 c ' 中有不同于原点的整点，则与之对应的6 ，… 必适合于 
-1<^?-1<(1-0) 2 <1, 丨 〆 ？一 1 |<i (I = 1, …， 
若有*使<?_ 1>_(1 —设 ) 2 ,则对此 * 有丨一 1丨<(1 一们 *, 因之 

n I ^ f-i 1 <( 1 一扔 2 . 

<■1 


此不可能.故 


-1< 以一 1<-(1- 没 ) 2 (| = 1 •”.，”)• 
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因此 


I ^ l< vi-d-ev < y/2d u = in). 

故知当 a 很小时，若 cr 中有整点，则此整点必与原点十分 接近； 由此立可得出 
矛盾.盖由定理 2. 3,若 C ' 中有异于原点之整点，则必冇整点在 C ' l 之外，此显然与 
I ^ I < y 2 d(i = 1，•••，!!）矛盾. 

于是可知 （ T 中除质点外无整点.由定理 2. 1,有 
2_0 + (1—州卜 2 一， 

roi a 、 


即 


{1 + (1 —扪 2 广* < 

m 

当 e — 0时，沒 —0 ,BP 拇 


m < 2 _ 号. 

§ 10 . 在代数数论上的应用 


命叫，…•叫为”次代数数域 i ? (⑴的 -- 组锒底 ，若 于次 "，•••，#*> 中有 n 个实 
数，^对共轭复数 ， n +2 r 2 = n ， 则易见下面 n 个线性型 

c (l> = oiPii + … +«!•_’(i = l ，2 r .、 rt ) 

内有 n 个具有实系数，有 r 2 对具有共轭复数作为系数.又易见此组线性方程的系 
数行列式的绝对值为 vTTT , a 为域的基数.命 a == i n ，在定理 8. 1中，取 
1，可知有一组不全等于零的有理整数 A ，…， a 使 

in(.)|-<±si„«> i< ((|)^2i ynrr)'". 

亦即在中有一不为零的代数整数 a 适合 

( 1 ) 

但丨 N ( fl ) 5为一自然数，又因 2 r 2 < n , 所以 

< 2 > 

命。_ =(子)寺^[，则 
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所以 { tU 为一递增而趋向无穷的数列.又当 n == 2时， 
vTAT ^ v 2 = y > 1. 

故得： 

定理1 仅在有理数域内，基数等于 1. 

及 

定理 2 若△为一有理整数，则必有一有限数 《(△) •使凡基数为△的代数数域 
的次数均不大于 》(△). 

不但如此，更可进一步，证明： 

定理3 对于固定的有理整数△，至多仅有有限个代数数域以 △ 为箪数. 

证：由定理2,只须证明，对任何自然数次域之有基数为△者，其个数有限. 
若(扪为一个某数为△的71次域 , o >, ，… ，叫 为它的一组整底.命 

a ⑺ = + … +o^ n jr_ (i = 1 〆••，”）• 

并定义如前.不失普遍性地可以假定(^ = cr ， a < l \ 具有实系数， 
a ( r » + n .-» a u > 具有复系数，•其中1 命 

a lv) = ( 1 ^ v ^ r!) , 

a <r,+v> = irj'+w (1 < t; < r 2 ), 

则由定理 8. 3,可知有一组不全等于 0 的有理整数: rr ，…，< 使 

I 7«' ■，…，丨乒 | l < y . I yf 1^2^ vTaT . (3) 

于是有常数 r ， (: 仅与 ri 有关，使 

I « ,(,> |<f vTTT 0 1,2"“，”). (4) 

若能证明 

a ^ c ，<n (i = 1,…，”一1)， 

则由定理 16.3.1 可知， 为一”次代数数 ，且易 证/?(扪 = i ?( 〆 ） .命， 所适合的 
不可化方程为 

/(:) = x * + qx *" 1 + …+ a , = 0， （5) 

则诸 a * 必须适合 

I (:)( c △ 丨 ）* (是=1，…，”) • (6) 

因此任何具有基数为 △ 的”次域尺（⑴必与某一只( 〆 〉同，而，为某一适合条件 
(6) 的不可化方程 (5) 的根.因为这种不 SJ 化方程的个数有限，于是就得到定理.因 
此最后只需证明 

ff . c » ^ a - o -> (| = 1 广 . ， „ 一 1) (7) 
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的成立. 

若 r 2 - > 0，则 < 

但 


=< (v = 1，…， n). 由 （3) 式可知 
1<I N(a-) ，•’ I. 


I a ，( ° l<y <2-» <| a* c 
所以 ⑺ 式成立. 

若 G >0 •则当 — l 时， 


(i = 1，••• ，n — 1 ) ， 


I a.’，■+*’ l=| |<-p. 

v2 


I a.W》 丨=丨心 •一 iV— |< 


vr 


于是 


但 


1 <| N(a 9 ) |< 


(V2)" 


la -^ I *. 


I a - <f, <| a - u, I , 

v 2 

而关 a ，盖否则将有 < =0,于是 I a …而得 


1 <1 N(a-) |< 


( V 2)" 


但此为不可能之事.故当 r, > 0 时， （7) 式也成立.定理得证. 
习题1.证明在一理想数 a 中可以选得一整数 a， 使 
I N(«) |< vTATN(a). 

习题 2. 证明任…理想数类中有一理想数 a 适合于 
N(a) < vTaT. 

§11. I A I 的极小值 


在上一节内我们看到 n 次代数数域的基数 A， 适合 

再由 △ = () 或 l(mod4)， 及(_1)〜 △>() 的性质，可以作出 下表: 
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r* ™ 0 

r* = 1 

n = 2 

|» = 2 

A>4 

厶 <-3 

— 

n ■ i 

厶 >21 

△ <-15 

— 

II — 4 

厶 > 116 

A <-71 

厶会 44 

» ™ 5 

厶 >680 

A <-419 

260 


但经实际计算得出 | △ | 之极小值为 



r* = 0 

r* — 1 

r* — 2 

n _ 2 

厶 = 5 

厶 =— 3 


n = 3 

厶 _ 49 

厶 *-23 

— 

n = 4 

! A = 725 

A—275 

A = 117 


(I) 


(D) 


由二次域 v ^) 即得表 （U ) 中； * = 2的 情形. 

对于” = 3的情形，若适合:^+/—2之一1 = 0,则 J ? (扪的基数即为49,闹 
若 I ?适合 P - z-l =0，则則扪的基数为 一23. 


至于 ” = 4的情形，命 d 为？ 一 + ( — l)^ l> p = 0的根.可以证明： 

1) 当 a = 7，/» = 29时，可得 r 2 = 0， △ = 725寥 

2) 当 a = 3 ，p = 11 时，可得 = 1，厶=一 275 j 

3) 当 a =— l，p = 13时，可得 r 2 = 2.厶= 117. 

如何作出表（ II )是一个问题.表中 n = 2的情形可以很容鉍地得到.但当 
« > 3时，虽然定理 10. 3的证明供给了一个方法，可以经过“有限次”的计算，求出 
表 （D ) 中所列的结果，但在实际计算时，用此方法必须求出数以千计的多项式之 
根，以及由它们所决定的代数数域的基数.因此可见在解决具体问题时，尚须有赖 
于具体的方法.今举 n = 3的愴形而考察之. 

假定我们所讨论之三次域 RC0 ) 的基数 △ 适合于0 < △ < 49( r 2 = 0) ,或一 23 
< A <0( r , = 1) •由§10可知在此域中有一非0的整数 0 使 

I a <!> | + | a {,) N -| a (3> |< r , (1) 

而 


3 < r — ^ / 7 \ >/> 

[ 2 (-) 23 u *. 

a 的次数为 3 或 1. 假如能够确定 a 的次数为 3, 亦即^决不为有理整数，那么 K (扪 = 
/?( a )， 而由不等式 （1) 可以确定 o 所适合的方程式系数的范围，从而经过有限次的 
计算或能得到结果.但很不幸的是我们没有办法确定 a 不可能是有理整数.相反 
的，由于 r > 3,所以 a = 士 1适合 （1) 式，而士 1在 R ( d ) 中；所以此法不能适用. 
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令 (0 为一大于3的正数，而考虑凸体 B: 

Jl l"H $2 1+1 6s 1^ j£>» 

ll +6 |<3(< j0 ), 

其中 

+ Xz +<|4 0 工 3 ， 

而叫 ，0*2 为 RW 的一组整底.易见 J3 为一个以原点为对称中心的凸体. 

命凸体 A: 

I ft 1 + 1 ft 1+1 6s \^P 

被平面6+色+石 ={ 截后所得截面的面积为 F(f). 则 F(r) =打一<)，且当尤彡0 
时， FQ) 为递减的.于是 


B 的体积= 2 ^ FU)dt = 2 ^\[ F ( j u ) du 

>2 ipV ( u )^ =*^XA 的体积. 

P Jo P 

但 


A 的体积 

故由 Minkowski 定理，在 K ( t 9) 内有一不等于0的锒数 a 适合 


2, 




3 \ y / A 9 


当厂2 = 0| 


2 ,( 子 ) 各 if ， 当。 


| a n> l + la <l> l + l a ta> |<r 



(2) 


及 


| a (» + a (2) + a o > I < 3 . (3) 

外由 （3) 式可知 a 决不是有理粮数.所以^的次数为3,于是 /?((?)=/?(«>). 命 a 所适 
合的不可化方程为 


fix ) = x J — ^ iX * -h g 2 x ^ ~ 0. C 4) 

则足 3 尹0,且可假定心 > 0. 盡若不然，则因 一 a 适合 

gix ) = x a — (— gi ) x z - h^ 2 x — (― ^) = 0, 

而尺 ( t 5) = /?( a ) =尺 (一 《) ，且一 《 适合 （2) 式及 （3) 式，所以不妨假 定心 >0. 


由根与系数的关系 

I gl 1 = \ a tu + a <2) + a ⑶ 1<3, 

«；= < ( I ， i+i » ( ； 1+ 1 ， ! 丫 <2 , 
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所以 I f 1<2,心=1.最后只须 求出心 所在之范围， 

丨幻丨 =|a (,> a < 2 I +a u, « < 4 , +a < 2 > a (3> | 

< 14-1 a (1, c <a, l + m 

^ ( I a u> i + U ⑴ l + l a <3> l > 2 一 
^ - 3 - <_ T <5 ， 

所以 I 沿 l <4 •但当 =011} •我们可以计算得丨沿丨<3.盖因此时 《 (i> (i = l ,2, 
3) 全为实数，故或则三者同号，或则其中有二者同号，而与另一异号.对于第一种情 
形， 

\gt f <1 a a, « a> | + | a m a ts, 1+1 a a , a w I 

^ (I a ⑴ | + U ,J i + V 3> |> 2 — (a <u +a <8> +W 一 
^ 3 3 - <3 ， 

而对第二种情形•不妨假定 <0, 于是 
I ^ I <1 a <,, a m + a a , a <,) + a u , a (3> I 

^ max(a M 1 a <2> * 一 a <3> (a <n + a (t> )) 

^ ( a ⑴ + a ⑴ 一 « (3 Y ^ 14 . 1 

^ [ - 2 - ) <T <A ' 

亦即丨心 l <3. 

总结以上所述，可知，在任一基数 △ 适合0< 49( r , = 0) 或 一 23 < A < 

0( r , = 1) 的三次域 R ( t ?) 中可找到一整数 a ， 使= i ?( a ), 而 a 满足形如 
JT * — ^ iJ ： 2 4- gzX^l = 0 

的不可化方程，其中 I g , l <2, 1 g 2 |<4( 当 r : =0 时， I 心 |<3) .所以若要求出 
所有基数△适合0 < △ < 49( r 2 =0) 或一 23< A <0 的三次域 Rid ), 只须考虑 
所有这种方程即可.但这种方程的个数至多不超过45个 （ r z =0时，不起过35 个〉， 
并且当 A = A 时，方程有根1， 当幻 + ff 2 +2 = 0时，方程有根 一1 .对于这种情形， 
方程为可化，故不必考虑.又因： r 1 — ^ x *+ gl x-l = 0 的根为 x 3 -^ x * + g 2 x - 

1 =0的根的倒数，而==/?( + )，所以 （4) 的倒数方程也就不必考虑.因此最后 

只须考虑27个 ( r : = 0时为18个）方程.求出此27个(或18 个〉 方程的根1再定 
出 i ?( t 9) 的基数，即得表（ II 〉上 n = 3的结果. 
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